4,6 Relatia dintre spectrul unui semnal discret §i spectrui semnalului
analogic din care provine

Dacd semnalul analogic x,(t) , avind spectrul X (@) se esantioneazd, atynci
secventa valorii esantioanelor sale {x_(kT,) | k e Z} formeazi un semnal discret,
definit prin xy{n] = x_(nT,). Semnalul discret are spectrul X,4(€2) . Se pune intrebarea:
deoarece intre semnalul analogic si cel discret existd o legdturd, care este legitura

dintre spectrele lor?
1 A X

Fig. 9. 22 Relafia dintre spectrul unui semnal discret X (€) si spectrul semnalului
analogic din care provine, X (®).

Se stie cd:

Rw) = 1 i X(0-ko) , ©, = 2z , (443)
Tek“" Te

este spectrul semnalului X(2) = x(2) 6,-'(t) din care provine. Dar )?(m) se poate
calcula si prin aplicarea directd a transformatei Fourier semnalului ) :

1
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o

Rw)=F x(t)z 8(t-kT)}=F{ Y x,(kT,)8(-kT)}=

3 i . @44 )
= Z xa(kT,)o.C/-{ﬁ(t - th)} = Z xa(le)e —JwkT,
k= K=o

Am ajuns la dcud expresii echivalente pentru spectrul X(o):

X(m)——‘z X (0 -ko,) = E x (KT e M @4y

ek:—w

Spectrul semnalului discret este:

X,Q) = ¥ xkeoE . (9.46)

k= -=

Daci in (9,46) se substituie x4[n] = x,(nT,) se obtine:

X,Q) = Y s Hev0 = ¥ 5 (kT,)e 0t (34%)

k=~ k=-o

Se compari (9.45) cu (3.4%). Se observi ci pundnd in (945) © = T, se obfine:

o

z X ATRAE I kZ x, kT, e T2, (948)
. of
sau pe baza relatiilor (9.45 ) si (3.44):
(Q)"—,k--,, %7}—2 —k?;:) :
adici:
X,Q) = —:,,Z_:.X 7[: k_f':) , 949)

In figura 9,22 se poate urmdn grafic modul de obginere al spectrului Xd(Q)
intre cele doud axe de frecven{d corespunzitoare spectrului esantionat respectiv
spectrului semndlului discret exista relatia:
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Q- ol . (3.59)

&

Se explicd acum i natura periodica a spectrului semnalului discret X4(£D. Intre
Qy 51 Oy existd o relatie ce rezultd din (2.50):

[4

Q,=w,T, ; T,x S (2.54)

4¥ Esantionarea semnalelor discrete

in prelucrarea numericd a semnalelor apar situatii in care, ulterior qchizitjonﬁdi
esantioanelor, se constatd ci frecvenga de esantionare a fost prea mare. In principiu.
acest lucru nu deranjeazd decidt in mdsura in care prelucrarea mai multor es:}mioane
decit este strict necesar duce la =n timp de prelucrare inadmisibii de mare. In asifel
de situaiii, cind nu se mai poate esantiona semnalul analogic, este posipiid esan-
tionarea semnalului numeric, retindandu-se din acesta tot a N-a valoare.

Fic semnatul 3y[n] definit prn:

3,In] = Z S[n-kN1 . (352)

E] este echivalent in spatiul semnalelor discrete distmibutiei 67 () din spatiul

semnalelor definite in timp continuu (analogice). Trebuie mentionat ¢ Sy{n] este 0
functie obisnuitd.

Daci x[n] este un semnal discret, atunci semnalul discret esantionat ',*?[n] se
obtine prin produsul:

R[n] = x[n} &,[n] =x[n]i &[n-kN] = i x[kN] & {n-kN] . é45)

k= - k=~oco

In figura 9.23 este ilustratd esantionarea semnalului x[n] cu pasul N = 3.
Semnalul {[n] contine intre doud valon prelevate din x[n] cite doud (sau in cazul
general cite N-1) valon nule.

Vom presupune ci restrictia la perioada principald a spectrului X(€2) are
suportul [-Qy, , Qy] , unde Oy <7 . Dar, conform relatiei (6.6¢'), schimbdnd €2 in
QE’ spectrul semnalului dy[n] este:

! = 2n .
3yln] <——> 0,8, (Q) =0, Y 8(Q-k), Q= = - (251

k= -
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Fig. 9.9% Semnalul discrt x[n] este esantionat cu pasul N, obfinindu-se semnaiui
discret esantionat X{nj.

Aplicand teorema produsului semnalelor (teorema convolutiei circulare in
domeniul spectrului) rezultd spectrul semnalului esantionat, X(£2):

R(Q) = F(x[n} 8, [n]} = %X(Q@%— fj 5(Q-kQ,) ; Q, = %" (2

k=-

Deoarece convolufia circulard se efectueazd pe o pericadd de lungime 27 , va
trebui s constatim care dintre distribugiile Dirac 8(Q-kQ,) au suportul in, si zicem
[0,27) . Cum suportul lui §(Q-kQ,) se reduce la = kg (un punct), rezultd pentru
k condifia: 0 < kQg < 27 sau 0 < k(27/N) < 27, adicd 0 < k < N . In consecintg.
indicele k in relatia (4.55) se limiteazd la 0 < k < N-1 si deci, pentru calculul lui
?(Q) se poate calcula restrictia sa la perioada principald X (Q) , si apoi se poate
prelungi prin periodicitate aceastd restricie:

N-1 N-1
f,(0)=}%X,(0) «Y 6(Q —er)=%E X(Q-kQ), n;%“ , (456)
k=0 k=0

unde s-a notat cu X () restrictia la aceeasi perioadd principala a lui X(92) .
Deoarece X(Q) este periodic de perioadd 27 , se observd imediat din (9.5%) ca
prelungirea prin pqiodicitﬂate cu perioada 27 a lui X (©) este §i periodicd de perioada
Qe . f(QwLQe) = X(Q) . In consecintd, asa cum rezultd si din figura 9.%4, desenatd
pentru N = 3, spectrul semnalului esantionat este periodic, de perioada 27/N . Lobul
spectral k = 0 se intinde pe semiaxa Q > 0 pand la ©,, . Primul lob vecin, axat pe
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, are frecvenfa minimd Qg - € . Conditia de evitare a suprapunerii lobilor
spectrali este Qyq < Qg - Qy , care se pune sub forma:

. _ 2=n J
Qg2 28y 5 Q= 7 - (45F)

Relatia este asemanitoare cu (3.41), stabilitd pentru semnalele analogice.

-2[7r ¥
A
[ U I Lo
N |
{ 1 | , ) ] | I
-2 —-Ste -2mQ }Q\ e 2T <
Sm Ste - <L
Fig.‘qo,zl.{ Relafia dintre spectrul unui semnal discret X(Q) si spectrul secvenfei
esantionate X({2) peatru N =3 .

Cum Qy = Te®y , unde @y este frecventa maxima din spectrul semnalulu
analogic din care provine x[n] . iar T, pasul cu care acest semnal analogic a fost
esantionat, rezultd din (49,5%):

NT_ s = ; 1< Tl/=NT . (958)
€ w o 4 €
M M
Xi2)
| i
} 1
-2 - —2w 0 Qo 2w o
Ria)
— Xl = — -
| | |
[ -
| ! ;X‘! | %'rr -
T r
(- Re) 0 Le- -QH-Q” i

Fig.9.25 Dac Q, - Qy < Qy se produce suprapunerea lobilor spectrali ai
semnalului discret esantionat.

Se dovedeste prin urmare. ci semnalul discret x[n] este esantionabil cu pasul
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N, fard sd apard suprapunerea lobilor spectrali, dacd semnalul analogic ar fi putut s
fie esantionat §i cu pericada T, = NT, . respectindu-se teorema WKS. In aceste
conditii, semnalul analogic a fost, initial, supraesantionat.

Daci conditia (9,5) nu este satisficutd, deci daci se esantioneazi astfel incit
Qe - Q < Qy , apare suprapunerea lobilor spectrali vecini, dupd cum se poate
remarca i din figura 9.25. Erorile ce apar sunt de tip "alias”, ficand de nerecupera:
semnalul discret initial x[n] din spectrul semnalului discret esantionat, X(Q) .

Reconstruirea semnalujui discret din_esantioanele sale.

Daci, dupi esantionare, lobii spectrali ai semnalului esantionat nu se suprapun.
este posibild reconstruirea semnal:lui initial din esanticanele sale {X[n]}, prin filtrare
trece jos ideald efectuatd prin intermediul unui filtru de reconstruire, H(Q) , asa cum
rezultd §i din figura 9-26. Rispunsul in frecventd al filtrului este periodic, cu perioads
27 51 are expresia:

N |Q-2kzx|<Q
H(Q) ={ ' | § QMchsQe—QM ) (47
Q0 , inrest
UL I . AU
s / -
§ i
/J\’ :
2 iy

jig £2

| -

2T <1

Fig. 4.26 Reconstruirea semnalului discret din semnalul discret esantionat prin
. filtrare trece jos ideald cu Q_=Q /2.

De obicei se ia Q, = Qe/z . ca §i in cazul esantiondni ideale a semnalelor
analogice.



Raspunsul la impuls al filtrului de reconstruire este:

b [l sinnQl, a Q,
nl = ; = — =
¢ nQ ¢ 2

4

L

(3.00)

Din:

X.(Q) = HQ) Q) = H,(n)%z XQ-kQ,) = X@ , (36
k=

rezultd egalitatea dintre x[n] , semnalul de Ia iesirea fiitrului de reconstruire si x{n},
semnalul initial: :

x,[n] = KA =k [n] = x[n]
relatie care se poate pune si sub forma:

x[n] = Y Rkl hIn-k]

k=—-=

Cum insi X[k] = 0 pentru k ¢ Nm si &[Nm] = x[Nm] , se mai poate scrie §i:

w - sin (—1E n-nm)
il = . Sl b fn -t - 3 sbtm ._1_!.’_"—-—— . (962
En -m

Esantionarea si decimarea unui semnal discret

Dupi esantionarea unui semnal discret, foarte multe valori ale acestwia se
anuleaza forfat. Intre doud valori retinute sunt intercalate N-1 zerouri care nu aduc
nici o informatie despre semnalul x[n] care a fost esantionat. In consecinid, ele pot
fi omise, rezultind un nou semnal denumit "decimatul” semnalului esantionat, pe care
il vom nota cu Xp[n] . Din semnalui decimat se poate reconstrui semnalul nedecimat
prin simpla inserare a cfite N-1 zerourn intre doud valori consecutive.

Un semnal esantionat (cu N = 2) si apoi decimat este prezentat in figura 92*c.

intre semnalul discret decimat si cel esantionat existd relatia simpla:

8,01 = 2N] . (46%)

i
: ) A e . e g
Spectrul semnalului decimat, Xp(€2) , se determind in urma aplicdni directe
a definitiei transformdrii Fourier in timp discret:
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R,(Q)=F &, nl}= Z 2plnle 7= Y i{nNle /%"= Z f[m]e &
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Fig.32# Esantionarea semnalului discret (a) di nastere semnaiului discret esan-
tionat (b). Prin decimare se obtine semnaiul (c).

In concluzie, s-a obfinut relagia:

L@ = 2(3) (9.64)

Dacd se tine seama de (9.5'5), relatia (4.64) conduce la:

N 1
£ = 1 3 %, (557 @.69)

Se observd imediat periodicitatea de perioadd 27 a spectrului semnalului
esantionat si decimat. '

Pentru k = © lobul central (1/N)X(S¥N) se anuleazi la argumentul (YN = Q.

deci © = NQ,, . Prin urmare, lobii spectrali ai lui \D( Q) au intinderea de N ori mai

mare decdt a lobllor semnalului initial x[n] <—> X(€2) .
In figura 9.2# sunt ilustrate spectrul semnalului inifial X(Q) (a), spectml

semnalului egantionat Q(Q) cu N = 2 (b) si spectrul obtinut dupd decimarea

333



semnalului esantionat,‘:\)D(Q) (c).
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Fig.4.28 Spectrul semnalului discret (a), spectrul semnalului esantionat, X(€), (b)
si spectrul semnalului decimat, XD(Q), (c).

98 Esantionarea spectrului X(Q) al unui semnal discret de durati
finita

Discretizarea semnalelor a fost impusd de utilizarea calculatoarelor numerice,
care nu pot prelucra decat marimi discrete in timp (§i evident §i in mirime). Prelucra-
rea in domeniul spectrului. de multe ori mai simpli decét in domeniul timp, nu poate
fi insa realizatd in mod direct cu un calculator electronic. Aceasta, deoarece spectrul
semnalului discret este o func{ie de variabila continud Q. Se pune intrebarea dacd
spectrul unui semnal discret nu ar putea fi el insugi esantionat, pentru a fi prelucrat
cu calculatorul? Efectul esantiondrii in domeniul timp a unui semnai avand spectrul
cu suport finit a avut drept efect periodizarea spectrului. Ne putem astepta, deci. la
un efect similar §i anume esantionare2 in domeniul frecventei si conducd la o
periodizare in domeniul timpului, transformand un semnal x[n] aperiodic intr-un
semnal X[n] , periodic.

Fie semnalul discret aperiodic (daci semnalul este periodic, el are spectrul
discret si problema nu se pune) x[n] de spectru X(Q2) . Se esantioneazd spectrul in
mod ideal, utilizind pentru aceasta produsul cu distribugia Dirac periodicd in

frecventd 50((0) . Se obtine un spectru de linii - figura 9.29 - cu expresia:

X(Q) = X(Q) 8, (Q) = X(Q)E 5(Q-kQQ = Z X(kQ) 6Q-kQy . (340)

k=-= ke-w

Pentru a determina semnalul X[n] = &% ‘LX) . se tine seama de relatia (G 5%).
din care se obfine prin impartire cu Qg
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_D_aN[n] <> 5,(Q) Q-2 . a6¥)
X(c2)

|

| f
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X(2) =X(2)d 2 e (2)

i

Fig.4.29 Spectrul unui semnal discret (a) se esanhoncaz:‘ifu un semnal Dimc
periodic (b), obtinindu-se un spectru discret, X(w), (c)

Aplicind relatiei (4,66) transformarea Fourler inversd. conform teoremei convolufie:
semnalelor, avem:

£ = F X80 () = F HX@}+ F (o0 () =xlrl+ -8y ; @ e
€
sau.
_ - N <« _ (948
£ = — ¥ xln-kN] :

2n o

adicd ceea ce era de asteptat. Pentru ca semnalul x[n] si poatd fi recuperat din X{nj
este necesar ca ¢l sd fie cu suportul marginit.

Fie x[n] cu stiportul 0 < n < M-1, de lungime M , asa cum se prezintd in
figura 4,% a. Semnalul ce are spectrul esantionat este X[n] . Perioada sa estc
N=27/Q2, . Daci N 2 M nu se produce suprapunerea grupurilor temporale din relatia
(4,;4) corespuzitcare diverselor valori k. Nu apare decit un efect de tip "alias” in
domeniul timp. Prin multiplicarea semnalului X[n] cu fereastra temporald rectangulari:



2z ‘
22, 0. N-1
w,-[n]={N » Qsms - (44

Q0 , inrest ,

se obtine semnalul reconstruit x [n] , identic cu semnalul x[n] :

xfn] = x[n] = Zm}w,ln] @)
. W'X[-’\]
il :
R
b)”““hf ll ““L ” “Ih _
Mt
~ A
BN l “HJJ S

Fig.9.30 Semnaiul de duratd limitati M, x[n} (2). Semnalul periodic X[n} (b).
Fereastra temporald w [n] (c) si semnalul x{nj (d).

Daci spectrul X(Q) se esantioneaza prea rar, rezulti N < M si apare suprapune-
rea grupurilor temporale, determindnd erori de tip "alias". Semnalul x[n} nu mat poate
fi reconstruit din spectrul esantionat.

09 Misur practice ce se iau in cazul esantionarii semnalelor definite
in timp continuu
&
in multe cazuri nu se cunoaste lirgimea benzii unui semnal de bandd limitatd
ce urmeazi a fi esantionat. Semnalul poate avea componente spectrale de frecvente
mari, neinteresante in aplicatia consideratd. Ele pot fi cauzate §i de zgomotul ce
insoteste semnalul. De aceea existd riscul aparitiei erorilor de tip "alias". Pentru a
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evita astfel de erori se prevede in structura lanfuiui de prelucrare a semnnaluiui.
inaintea circuitului de e¢santionare §i memorare. un filtru trece jos, numit u‘tn-
"anti-aiias” sau fiitru de gardd - figura e ‘

£

Caracteristica de smicdui a unui astfe!
de filtru are aspectul prezentat in figura £9.

' , ' te fi ficutd decdt cu ¢
) FILTRY ) #  Esantionarea nu poa i facutd d : ‘
| Xt o St area _ u e

0"—"@ %ﬁ; A \<r frecventd de ce! putin Ge doud on
Lﬁ___. | mare decit Tecventa de oprire ©, | O,220,
oﬁ—dn Pe de aitd parte, pentru a nu afecta semna-

lul prea muit, trebuie sd avem @y = ©

unde o, este limita de trecere. In
consecin{d:

Fig.@ 31 Filtrui de 2ardid pentra
evitarea aparitiei eroiilor de tip "aiias™.

e CETRY

2
e

< <
(.\)M = OJP (DS <

Cu cit banda de tranzitie -, este mai mare, trebuie sd esantiondm la ©
tfrecventd muit superioard frecven;e' Nyquist. 20y . Dar bandd de tranzijie mare
inseamnd ci fiitrui are un ordin redus, putine elemente consiructive. deci iefiin. Sc¢
pliteste insd, prin cresterea frecventei de esantionare. Dacd fiitrul de gardd are un
ordin mai mare, frecvenia de esantionare poate sd scadi. apropriindu-se mai mult de
limita ei inferioard. 2y, .

Cu cit eroarea €, admisd - vezi figura 89 - este mai redusi. cu atdt mai reduse
vor fi eronie de tip "alias". In schimb creste o, deci creste si

In sistemele de telefonie numeric3, ﬁecveaga maximi din spectrul semnalulu:
vocal transmis este 3,4kHz. Frecvenja Nyquist de esantionare est'e prin urmare. e
6,3kHz. In practicd s-a siandardizat valoarea de 8kHz pentru cadenta de esantionare.

In sistemele de televiziune, semnalul video se intinde pand ia ~5MHz in
consecintd. limita inferioard a frecventei de esantionare este de 10MHz. Se lucr reazi.
insd, cu frecvente de esantionare de ordinul a 18MHz. '

in cazul unei frecvente de esantionare reduse. spre limita infericard 2(0\4 .
fiitrului de gardi i se impun conditii severe in ceea ce priveste banda de wanzigie. $:
fiitrul de reconstruciie. neideal. introduce erori in refacerea semnalelor. Eror reduse
de reconstruire, la o frecventi de esantionare adoptatd. se obtin crescdnd ordinui
filtrului. Sau, la un ordin dat al fiitrului, reducerea erorilor de reconstruire se poate
face prin cresterea frecventei de esantionare.

940 Esantionarea semnalelor trece bandi
§

Spectrul semnalelor prezentate pind acum era concentrat in benzi de frecveniZ
care includeau si frecventa nuid. Aceste semnale sunt denumite semnale de tip "trece
jos". O altd categorie de semnale utiiizate in practicd este cea a semnalelor de tip
"trece bandd". Supertul spectrului acestor semnale este de forma:
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SUPP{X(O))} = [_wua‘wm]u[wm,wul

Figura 9,32 prezintd spectrele
unor semnale de tip trece jos §i de tip
trece banda.

X (w) . .

' Reconstructia perfectd a unui

semnal de tip trece bandd esantionat

0 o ideal poate fi reaiizatd pe baza teore-

i o > mei WKS. Conditia ce trebuie indepli-

a) g nitd in acest caz este ©, = 20y , unde

’ i X (w) cu o, s-a notat frecvenia de
esantionare.

/\ /\ in anumite conditii (prezentate

{a ) in continuare) semnalele de tip trece

-Q,, Wy ! Wp Wy bandd pot fi reconstruite perfect chiar

daci au fost esantionate cu frecvenie
mai mici decit frecventa Nvquist. Pen-
tru a exempiifica ultima afirmatie, s3
examindm in continuare cazul semnalelor de tip trece bandi de bandd ingustd.
Acestea sunt semnale de tip trece bandd care satisfac §i condifia suplimentara:

Fig.4.%0. Exempie de spectre de semnale de
tip trece jos (a) si trece banda (b).

Wy, —®
M m

@,

Semnalul al cirui spectru este prezentat in figura 4,32.b este de acest tip.
Suportul spectrului unui semnal trece banda de bandd ingustd esantionat ideal

X.(®) este de forma:

supp{X,(w)} = | {[“*’M*"“’u -0, +ne,|Uw, +no,, ‘%{*”“’e]} . (972)
neR

-

Aceasti relatie poate fi verificatd §i pe baza exempluiui din figura 9.3% care
prezinti spectrul unui semnal trece bandid de ban-:i ingustd esantionat ideal. Figura
evidentiazd faptul ci un filtru trece bandi ideal poate reconstrui perfect semnalul
X(w) din semnalul esantionat X (), chiar dacd frecventa de esantionare este
inferioard frecventel Nyquist.

Conditia de reconstructie perfectd, a unui semnal trece banda de bandi ingustd
esantionat ideal. din esantioanele sale, este:

, [—wMi-kw,,—wm*rkm‘,]ﬂ[mmﬂ-l(o‘,wui-lw,]:e vkilez . A%

Pentru 1 = 0 condifia devine [-w,+ko,, ~0, +ko ] N [@,,0,]=0 VkeZ
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Fig.2,32 Spectrul unui semnal trece bandi de bandi ingust} esantionat ideal.

Indepiinirea ultimei conditii implicd satisfacerea urmitoarelor inegalitafi:
~w,tko, < W,

—oy, kDo, 2 0y

Ultimele relatii pot fi puse §i sub forma:

~

r’ e
Oy o Om (AH)

k+1 Y -

Se poate demonstra ¢d dacd aceasta conditie este satisfacutd. atunci este satisfacutd
st conditia (9.33).

Daci existi valor intregi k, pentru care dubla inegalitate (9.74) este indeplinitd,
atunci existi valori pentru frecventa de esannonare (sub frecvenja Nvquist) pentru
care semnalele trece bandd de bandd ingustd pot {i reconstruite in urma esantionari

ideale.
Privim ultima relatie ca o inecuatie in muitimea numerelor intregi. Solutia

acestela este:

®
0<ks—"— . CELY
Notind cu n, partea intreaga a fractiei ©_/(Oy-®y,), rezultd ci frecventa de
esantionare va apartine unor intervale de forma

2 2
[ Ou , Om } cu kell,.,n} . (276)
' k+1 k °
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Exemplu:  Spectrul X(®) al unui semnal trece bandd are suportul cuprins intre
@, =87 §i @y, = 107 . Se cer valorile posibile ale frecventei de esantionare care
asigurd reconstruire fdrd erori a semnalului trece bandd esantional.

Calculdm factorul n, :

Valorile admisibile ale lui k, care satisfac conditia ( 2%¢) sunt [,2.3.4. Acestor valori
le corespund penmiru frecvenfa de esantionare, urmdtoarele domenii de pe axa
[frecventelor:

k € {4n}U[5% , 5,35n]U[6,66n , 8x]Uf10m , 1671U[20% , =] .
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