. O INTRODUCERE IN FILTRAREA
SEMNALELOR

Acest capitol este destinat familiarizarii studentului cu primele notiuni teoretice
privind filtrarea semnalelor. Nu se urmdreste o prezentare matematici a filtrelor i cu
atat mai pufin a unor metode de proiectare. Aceste probleme constituie o parte
distinctd a cursului . Dar prelucrarea semnalelor esantionate, spre exemplu, in vederea
recuperarii semnalului ce a fost esantionat, necesitd anumite cunostiinte despre
filtrare. De asemeneca in prezentarea semnalelor modulate intervine teoretic filtrarea,
etc. Aceste motive ne-au determinat sd introducem acest capitol scurt, dedicat
prezentdrii filtrelor ideale precum si a unor filtre realizabile. Ideea plasirii acestui
capitol in acest loc ii apartine lui Alan V. Oppenheim,

Modificarea relativd a amplitudinilor componentelor armonice ale unui semnal
periodic sau chiar eliminarea sau selectarea anumitor componente armonice reprezintd
0 operatie de "filtrare". Modificarea densititii spectrale a unui semnal aperiodic, in
sensul favorizdrii sau defavorizarii unor segmente spectrale reprezinti deasemenea
o operatie de filtrare.

Spre exemplu, egalizarea practicatd in sistemele audio de inalti fidelitate
reprezintd tot o filtrare. Ea favorizeazd acele componente ale spectrului semnalului
audio ce sunt reproduse de cdtre difuzoare cu o eficientd mai redusi si defavorizeazi
acele componente unde difuzoarele au maxime de eficientd. Este posibild, printr-o
egalizare reglabild, compensarea unor caracteristici de absorbtie ale unei sili de
concert cu o acusticd necorespunzatoare.

Inginerul romén Augustin Maior a observat ¢ pe un circuit telefonic s-ar putea
transmite mai multe convorbiri. Pentru aceasta a recurs la procedeul de a transfera
spectrul vocal al unei convorbiri intr-o bandd de frecventd, distinctd de al altei con-
vorbiri, prin modulare. La receptic separarea convorbirilor se realizeazi printr-o
operatie de atenuare a tuturor componentelor spectrale cu exceptia cite a unei benzi,
in care a fost plasata convorbirea. In acest mod, prin filtrare, se separd convorbirile
ce an fost "amestecate”. In principiu notiunile de "filtru" i de sistem liniar si
invariant in timp sunt echivalente. Filtrarea se realizeazi cu ajutorul unor sisteme
liniare si invariante in timp continuu sau discret. Se mai spune c3 filtrele sunt sisteme
de convolutie continue sau discrete.

§.1 Tipuri de filtre ideale

4.1.1 Filtrul trece jos ideal

Raspunsul in frecventd al unui filtru trece jos (FTJ) ideal destinat prelucririi
semnalelor in timp continuu este cel din figura 4.1.
Spectrul din domeniul |® | <, este neafectat de acest filtru dar componentele
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Bowola oy Prertke ) . .
j Hew) / (’;%) spectrale cu frecvente cuprinse in exterio-
1. e rul acestei benzi sunt anulate. Valoarea
| Sphe ®, ce separd benzile de trecere si de

| (g %)  oprire, poartd numele de frecventd de
' tdiere. Se obisnuieste sd se introducd o

| " B e A,
~Tug 8 T marime, numitd atenuare, definitd ca in-
Freey el Frecvedds e | Freoreile versul modulului raspunsului in frecven-
Lacate© | e 73y {3, 1/| H(®) | . Astfel, pentru exemplul din
Fig. 8.1 Rispunsul in frecvengi al unui  figura £.1, atenuarea in banda de trecere
filtru trece jos ideal este 1 iar in banda de oprire este infinita.
Atenuarea "a" se mai defineste si in uni-
tati logaritmice prin relatia:
1
a = 20log——— = -20log | H(w : ¢.1)
& THw)] g |H(w) |

Se pune problema daca un astfel de filtru este sau nu realizabil. O primi con-
ditie ca filtrul sa fie realizabil este ca el sa fie cauzal. Teorema Paley-Wiener (relatia
(5.143) ) cere ca integrala:

oo

f|108|15'(03)”mJ 7.2)

1+w?

-00

sd fie convergentd pentru ca h(t) <— H(w) sd caracterizeze un sistem cauzal. Ori

pentru || >, |log|H(w)| | — o, deci integrala nu poate fi convergenti. Prin

urmare FTJ ideal nu poate fi realizabil. El poate fi aproximat, avand definit un criteriu
de eroare, oricdt de bine , dar el insusi este irealizabil.

' Se stie cd - vezi relafia (6,64) si figura 5.8 - rispunsul la impuls ce are ca

transformatd Fourier raspunsul in frecvend p,, (@) al FTJ ideal este:

i t
B = 2% L eRr . (£.3)

nt

Se vede cd h(t) nu descrie un sistem cauzal. Pentru h(t) translatat cu t, >0,
corespunde un raspuns in frecventa :

- sinw (z-t o
h(t-t,) = (771) <—>H(w) =e¢ er"pm(m) . .4)
n(t-t)) 0 v
Se observda cad | H;.a((o) | = |Hw)]| = pmc(m) dar faza nu mai este nula ci are

expresia:
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Q, () = -0,

(8.5)

Timpul de intdrziere de grup, asupra cdruia se va reveni la studiul modulatiei,
se defineste prin minus derivata caracteristicii de fazd in raport cu frecventa:

-d®(w)
(@) = ——tEd
5(@) dw
I h
h(f-iojpfét—ig)
|
i(ﬁf) |
{
. Lo~ 7N | N Lo—.. ———
B VA TR VAN

Fig. £.2 Raspunsul la impuls al FTJ ideal deplasat cu t, si
trunchiat la suportul [0, 2t ] .

&-6)

In cazul de fatd
Te = b translatia in
raport cu originea (luata
la momentul de aplicare
al impulsului unitar) a
raspunsului h(t). Dacd
t, este suficient de
mare se poate trunchia,
asa cum se aratd in fi-
gura 8.2, raspunsul de-

plasat prin inmultirea acestuia cu fereastra temporald cu suportul [0 , 2t] ,

p, (t-1,) . In principiu, rispunsul la impuls A(¢-2,) p, (¢
realizabil. Asa cum s-a ardtat insd in figura 5.27 nu mai

frecventd ideal ci unul afectat de fenomenul Gibbs. Cu cét t,

-t,) este cauzal si deci

obfinem un raspuns in
este mai mare, cu att

aproximarea ce se realizeaza este mai bund. Putem deci utiliza in calcule FTJ ideal,
ca o limitd ce poate fi aproximata orict de bine in eroare medie patratici. Reamintim
cd exprimarea spectrului semnalului de la iesirea FTJ ideal Y(w) in functie de X(®)

(spectrul semnalului de la intrarea sa) este:

JX(co) , o] < o,
Y(w) = H(o)X(0) = . ol > o 8.7
“ ’ c
Bande e Bucda e qpv
Facethe (52 > NI 1)
2’ .p—-—h—.T :
; : | I LZna }
| | ' | ] |
| | !H' :ﬂ:‘-QC 0 —Q'Clr IT 1 I?T L
~ LT -37- = - J ] T 4 o
¥ 31 Far 2 ' . _— 2 3
t v f’"’ i;Z Yorodts * tatad

Fig. 8.3 Raspunsul in fmcvenﬁ al unui FTJ numeric ideal.

Un filtru numeric (digital) de tip trece jos (TJ) ideal are rispunsul in frecventd
H(C2) prezentat in figurad .3. Aceastd functie este periodicd de perioadd 2m. Expresia

raspunsului in frecventa al acestui filtru este:
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1, |Q-2kn|<Q keZ
H(Q) - =k =0 (8.8)
0", pentru rest
Raspunsul la impuls se determind aplicand relatia de inversare (641) :
Q, in Q)
; sinQ n
hin] = 2 fef"”dn = £ ez 8.9)
2n < N

Este vorba despre un sistem necauzal. O versiune deplasati si trunchiati a rdspunsului
la impuls obtinut, h[n-n ] , poate fi realizatd cu urmdrile care se cunosc §i anume
aparitia oscilafiilor in modulul rdspunsului in frecventd. Daci n, este suficient de
mare aproximarea in medie pétraticd a caracteristicii ideale poate fi oricat de buni.
In consecintd, desi irealizabild ca limitd teoreticd o astfel de caracteristici poate fi
utilizatad in calcule.

8.1.2 Filtrul trece sus ideal

Pentru filtrarea trece sus (TS) ideald a semnalelor in timp continuu se utilizeaz3i
un sistem avand rdspunsul in frecventd aritat in figura 8.4:
&Wd‘aé____‘@&w) bando e Pucets 0, || <o,

W@a&_j 14__.1*%1{ H‘I‘S(w) _

e . e e e

1, o2 o,

8.10)
&
-o¢ 0 SR Un astfel de raspuns poate fi scris
Freovenle co| Fueavad “taidte ') ReveZ e G b forma -
“Yree " "Ypec :
Fig.2 .4 Rispunsul in frecventa al unui filtru Hglo) =1 - Po (@)
trece sus ideal.

@11

In virtutea teoremei Paley-Wiener nici acest filtru nu este realizabil nefiind

cauzal. Raspunsul la impuls se obtine aplicand relatiei §.11) transformarea Fourier
imnversd:

U R = 8 - Sm";"r  teR . @.12)
A

Se poate realiza o aproximare a filtrului trece sus ideal, discutia fiind
asemanatoare cu cea din cazul FTJ ideal. Vom mentiona aici doud lucruri. in primul
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rand, asa cum s-a vizut la studiul distributiilor i impulsul Dirac poate fi aproximat
oricat de bine, deci prezenta sa nu ridici probleme principiale in ceea ce priveste
aproximarea. in al doilea rand nu existd filtre de aproximare care sd nu cada ca
modul peste o anumitd frecventa. In acest sens nu existd filtre trece sus reale ci doar
filtre trece bandi. Dacd insd cdderea caracteristicii de modul incepe dincolo de
domeniul frecventelor ce prezinti interes, filtrul aproximant poate fi considerat de tip
frece sus. )

ek o 74&1(&)/% e bozene (4-% , %)

L

L S

|
|
|
Lo
/b
|
!
L
P

I

|
% d w&"_]- T 27 3T 4T
O ¢
Mﬂ*&%ﬂﬂ'mﬁ,“ |€PWM

Fig. 8.5 Rispunsul in frecvengi al unui filtru numeric trece sus ideal.

AT

Raspunsul in frecventd al unui filtru numeric trece sus ideal este aratat in
figura £.5. Pentru el:

1, |Q-Q2k+)n|<Q, keZ
| Hp(Q)| { ) : (£.13)
QO , in rest
sau.
Hyg(Q) = 1-pg (Q)*8,,(Q-71) . @.14)

Rispunsul la impuls poate fi determinat fie din (£.13) fie din @.14). Con-
siderand (2.13) avem :

-+, P x Q

1 : 1 ; 1 ; 1, .

nj=—- el gdQ+ — By =_-_ jango - -~ ejﬂndg .

hTS[ 2% f 2T [e 211;:"6 It _f

T n QC T Qc

sau:
sinQ_ n
hisln] = d[n] - , n€Z . (8.15)
)

O versiune tdeplasatd cu n, , hpg[n-n ] si trunchiatd corespunzdtor este
realizabild. Ea aproximeaza caracteristica idealdin medie patratica, aproximarea fiind
cu atdt mai bund cu cdt n  este mai mare §i trunchierea mai putin severd.
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#&.1.3 Filtrul trece banda ideal

4 (o) 2;‘:\?“% Filtrarea trece
b Ly Merie banda (TB) a semna-
— — lelor continuale se reali-

zeaza cu un filtru avand

raspunsul in frecventd
TR = oy < ardtat in figura £.6. Ex-
Fiecvele | Freajedd,  Fruyec?s | Ereaende Fhewenk presia raspunsului in

y ﬁ;qfe” "l eile® Y Faade 7 AR~ A frecventa ,,a.l filtrului
. trece bandi ideal este :

Fig. 8.6 Raspunsu! in frecvenfd al unui filtru trece banda
ideal.

1, w, < |0 <o
Bl = < ol <eq (816)

0 , in rest

Se remarci prezenta a doud frecvenfe de tdiere, una inferioard §i una
superioard. Vom observa cd Hpg(®) se poate pune i sub forma:

Hyg(w) =p, ,(@0)-p, (@) &.17)
s1 deci:

B Slﬂﬁ)czt B smmclt

nt Tl

&.18)

Ca §i in cazul FTJ ideal, si pentru FTB ideal poate fi realizat un filtru ce
aproximeazi oricat de bine modulul raspunsului ideal (in medie patraticd).

Riaspunsul in frecventd al unui filtru numeric ideal de tip trece banda este cel
din figura 2.7. In domeniul [t , © ) , expresia rdspunsului in frecventd este:

1, Q,<|Q]<Q,
Hypp(Q) :{ ) : 2, Qel[-=m,mn) , @.19)
Q0 , in rest

ea fiind repetatd prin convolutie cu distribufia periodica:

H(Q) = H(Q) * 5, (Q) . @.20)

Rispunsul la impuls rezultd imediat, aplicand relatiei (£.19) formula de
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34

inversare sau observand cd de fapt caracteristica trece bandd numericd este diferenfa
a doud caracteristici trece jos numerice. Oricum rezulta:

sinQ,n  sinQ  n

] = T Th e
H,(52)
A
' |
[IRIRIRIEIR ,
-4 -3 2 Tape & @

) & ol
@ Freovele "Taiale " O Bioopenle Procels ”
Fig. .7 Rispunsul in frecvenfi al unui FTB ideal numeric.

Evident si aceastd caracteristica poate fi aproximatd oricat de bine, in medie patratica.

J.1.4 Filtrul opreste banda ideal

buile A& Becche
jHo&f.-*-‘)

Filtrul opreste
wq ~ bandd ideal (OB) are
[g;u%}:] raspunsul in frecventd
complementul fatd de 1
al raspunsului in frec-
- Coc, oy o Cicp o venta al FTB ideal -
Bewedle | Fruapile | Fuecrack Eheaeale | 7rewst  figura £.8. Se remarcd
TPt Vs e | % fappids ¢V wfazaZe’l "eciZ*  doud frecvente de opri-
re (tdiere), o, §i W,

Fig. 8.8 Rispunsul in frecventi al unui filtru opreste ~ Avem:

bandi (FOB) ideal.

0, o, <|o|<ao,

6.22)

1, in rest

Hop(w) = {

Raspunsul la impuls se deduce tindnd seama de observatia facutd in legaturd
cu FOB. El are forma:

sinw ,¢ sinw ¢
' ohp® =8 —Z+—L ©:23)
Tt b A

Ca exercifiu se recomandd desenarea rdspunsului in frecventd al unui FOB
numeric ideal §i deducerea formelor pentru Hyp(€2) si hgp[n] .
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