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- 7. TRANSFORMAREA LAPLACE

7.1 Raspunsul unui sistem liniar si invariant in timp la o
exponenfiala complexa cu exponent complex

Vom utiliza pe parcursul capitolului pentru variabila complex, notatia:

s=0+jo oc€R , welR, “.1)

In lucrdrile de limba francezd, variabila complexd este notati si cu p. Semnalul
- exponenfiald complexd, cu exponent complex:

x(@) = e’ = g% g/ (+2)

]

se aplica la intrarea unui SLIT caracterizat prin raspunsul la impuls h(t). La iesirea
= sistemului se obtine semnalul y(@® = k(@) *x@)

~ y(@) = f h(t)x(t-1)dt = f h(1) e %00 g~

= e("ov’mo)'fh(r)e"':"ov'wo)‘dr = es"rfh(r)e'”dr

5=5,

In ipoteza c3 este convergenta, se noteaza cu H(s) integrala:

H(s) = fh(‘r:)e_”d‘c = fh(r)e"‘”e'j"‘”dr . *.3)

B Ea depinde numai de rdspunsul la impuls h(t) al sistemului §i, in anumite conditii,
caracterizeazd complet SLIT. Raspunsul y(t) al SLIT se poate scrie sub forma:

& Y® = e H(s,) = x(9)H(s,) , (#.4)

Sot - - - - - - - . - - -
care ne aratd ca €, este o functie proprie a sistemului liniar si invariant in timp,
iar H(s,) este valoarea proprie asociati ei.

B Daca semnalul de intrare este o combinatie liniard de forma:

- 335



2@ = Yee™ (75)
k

operatorul S care modeleaza sistemul fiind liniar, rispunsul y(t) este calculabil cu
relatia:

YO = Y Hispe™ . (7.6)
k

Cele expuse arati cd nu numai exponentialele complexe cu exponent pur

jwof . . . a,t _fﬁ}of e

imaginar, de forma ¢ ci i exponentialele complexe € = ¢ sunt functii

proprii ale unui SLIT . Se poate vedea cd o functie H(s) definitd prin expresia (¥.3)

permite calculul raspunsului unui SLIT la care semnalul de intrare poate fi pus sub
forma (%.5).

+.2 Transformarea Laplace bilaterala

Prin definifie transformata Laplace bilaterald a unui semnal x(t) este:

LEO}) = X6 = [x@ed ;s = 0rjo ;0,0 eR. D)

Existd o legaturd usor de stabilit intre transformarea definiti prin relatia (#.7)
si transformarea Fourier. Explicitind pe s, relatia se poate pune sub forma:

L@} (o +jw) = f (@) e *"|e Tldt=F {x(®) e **}(w) (*.8)

Transformata Laplace bilaterald a unui semnal x(t) este transformata Fourier a
semnalului x(t)e™! . Factorul ¢°t> pentru ¢ > 0 si functia x(t) cu crestere temperati
conduc la obtinerea unei functii produs cu descrestere rapidd. Transformata Laplace
bilaterald poate exista deci, $i dacd transformata Fourier nu existi. Daci insi & < 0,
factorul ™! poate conduce la inexistenta transformatei Laplace bilaterale.

Din cele afirmate, rezulti ci transformarea Laplace nu este intotdeauna
convergenta, penttu toate valorile variabilei complexe s. Bineinjeles ci transformarea
poate fi folositd doar in cazurile in care integrala care o defineste este convergenta.
Mulfimea valorilor lui s pentru care integrala din relatia (.7) este convergentd se
numeste regiune de convergen{d a acestei transformate Laplace. De céte ori se
specifica expresia unei transformate Laplace este necesar si specificarea regiunii de
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convergentd corespunzatoare.
Vom mai remarca faptul ca, pundnd in relatia (+.8) T = 0 se obtine:

Lr®}(o) = X(o) = FrO}w) = Xw) . ¢9)

Transformata Laplace bilaterald evaluatd pe axa imaginard jo (¢ = 0), este egald cu
transformata Fourier a aceluiasi semnal.

De multe ori, in loc de a scrie o {x(t)} =X(s) - e scrie (din rafiuni

tipografice si de comoditate) L{x(t)} = X(s) si, prin urmare L{x(1)}(o) = X(jo) =
=F{x(t)} . Acesta este motivul pentru care in multe lucriri transformata Fourier apare
notata cu X(jo) si nu cu X(®) asa cum s-a notat in cursul de fagi. Notatia X(jo)
indicd provenienfa transformatei din transformarea Laplace bilaterald si are avantajul
ca inlocuind gruparea jo cu s, jo —> s , transformata Fourier di imediat expresia
transformatei Laplace bilaterale. Pe de altd parte, definind mai intdi transformata
Fourier, este lipsit de logicd ca si in locul argumentului o s introducem un argument
de forma jo , iar avantajul citat mai inainte nu este intrutotul adevarat intrucat multe
transformate Fourier sunt reale. Cea mai corecti notatie ni se pare cea in care se
noteazd cu doud caractere tipografice distincte cele doud transformate ale aceluiasi

semnal, X(s) s1 X(®) . Atunci X(jo) = X(w) ©ste o relagie clard. In cele ce

urmeazd, vom nota cu X(s) transformata Laplace bilaterald, tolerand doud notatii
pentru transformata Fourier §i anume X(w) cénd este definitd direct si X(jo) cand
rezultd prin particularizarea transformatei Laplace bilaterale. Este, deci, evidenti
echivalenta:

X(.S')L:jw = X(jo) = X(w) . (*.10)
- Exemple:
i) Considerdm semnalul cauzal x(f) = e “ o) .1 ransformata sa Fourier
existd si este:  F{x()Hw) = 1 _
W, +jw

Vom calcula, aplicdnd definifia, transformata Laplace bilaterald a aceluiagi
semnal:

%?.{x(-t)}s = fe “le stigy = fe"(m"w)te ot gy
i
o0 0

Integrala este convergentd numai pentru w,+c > 0, deci pentru ¢ > -, , care se

0 ¥
mai scrie §i Re{s} > -w, . Avem, deci:
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L{x@) }s) = 1 . ; o =Re{s}>-w

O+tw,tj@ @, *s

. (R1D)

o

Se poate conslata cd, dacd -, < 0 atunci dreapta ¢ = 0, axa imaginard, este
in domeniul de convergenfd al transformatei Laplace bilaterale §i:
: 1
LxOJw) = ——— = FrOHw) , w,<0
®

o

ii) Vom considera acum semnalul "anticau-

byt zal" din  figura ¥.1 , avdnd expresia:
roy® = -e *a(-, ®, > 0. El nu are

transformata Fourier, integrala ce defineste
transformata sa fiind divergentd,

Pentru acest semnal poate fi, insd, defi-
nitd o transformatd Laplace bilaterald:

coat
yit) == Tt)

e - LpO)=[ e o(-nedr=

0
B f-e 0ot ot gy
Fig. 7.1 Semnal anticauzal ce nu are N
transformata Fourier dar are trans-

formata Laplace.

Pentru ca integrala sd fie convergentd este necesar §i suficient sd avem
®,+0<0 sau 6 < -0, . In aceste conditii:

Y (w,+a)t e(m"m)‘ej"" 0 ]
L{y®}e) = fe © T eldt = = , 0 < -@

W, 0+ e @, +s

(%:12)

Analizand expresiile (#.11) si (7.12) se observa ci 1/(w +s) este transformata
Laplace bilaterald a doud semnale complet distincte, unul cauzal x(t), si altul anticau-
zal y(t). Ceea ce, rezultd din acest exemplu simplu este importanta specificarii
domeniului de convergentd odatd cu expresia transformatei Laplace bilaterale. Primul
semnal are transformata X(s) = 1/(w +s) convergentd pentru Re{s} > -0, . Al doilea
semnal are transformata Y(s) = 1/(w,+s) convergentd insd pentru Re{s} < -@, . Cum
axa imaginard nu este in domeniul de convergentd al transformatei Y(s), nu existi
Y(jo), adica semnalul y{t) nu are transformatd Fourier.
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7.2.1 Proprietitile domeniului de convergengi al transformatei Laplace bilaterale

Dupa cum evidentiaza relatia (+.8), dacd existd transformata Fourier a functiei
-0,

- semnalului - *(®)e atunci existd si transformata Laplace bilaterald a semnalu-
lui x(t) pentru s = ¢+, Vo :

X(o,4j0)| < [lx@|e ™ e T dt = [|x)|e *de < =

Se poate deci, enunta proprietatea:

1. Domeniul de convergenti al transformatei Laplace bilaterale, daci
existd, este format din benzi ale planului s paralele cu axa imaginari jo.

Condifia de convergentd a integralei (+.7) se exprimi prin | X(s)| < o . Prin
urmare polii lui X(s) , in care X(s) —> c nu pot fi in domeniul de convergenti.
Rezulta:

2. Domeniul de convergenta al transformatei Laplace bilaterale nu poate
contine nici un pol al acesteia.

Daca semnalul x(t) este de duratd finitd §i , este o valoare care asigurd
convergenta integralei (#.7), atunci | X(s,) | <o . Fie acum 6 = o,+Ac , M valoarea
maximi a exponentialei et pe intervalul [t, t,] . Avem:

)
|X(s)1—jfx(r)e "0d g bty 'J“"dt’sMUx(r)e e Tlde|=M |X(s,)| <~ VAo ER ,

l
si deci:
3. Daca x(t) are durati finitd si daci existi cel pufin o valoare s_ din

planul variabilei complexe pentru care transformata Laplace bilaterali
converge, atunci domeniul de convergenti este intreg planul complex.

Semnalul din figura .2 are suportul nemdrginit spre dreapta. Se spune ci este
un semnal cu "intindere spre dreapta". Un astfel de semnal poate fi transformat intr-un
semnal cauzal printr-o simpld translatie in timp. Pentru semnalul din figura ¥.2,
x(t-T) este cauzal.

Presupunem cd 3s , s =c +jw , astfel incat X(s,) sd fie convergentd: | X(s,) | <c0.
In punctele s avand o = o, +AG cu Ac> 0, avem megalltatea
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X(+) | |X(s)| = | fx(r)e Wgieigtels
5

oo

-AoT;

=e ‘| X(s,)| <o .

Fig. .2 Semnal de durata infiniti cu su-
portul nem:ginit la dreapta. Rezulta:

4. Daca x(t) este un semnal cu intindere spre dreapta si dacid dreapta de

ecuafic Re{s} =c__este in domeniul de convergenti, atunci toate
punctele s din planul complex ce satisfac Re{s} 20, sunt in domeniul de
converzenti. Semnalele cu intindere spre dreapta au domeniul de
convergenti al transformatei Laplace bilaterale cu intindere spre dreapta.

*(t) Semnalul din figura +.3 are su-
portul nemarginit spre stinga, numin-

: | du-se si semnal cu "intindere spre stan-
/ ga". El poate fi transformat intr-un
semnal anticauzal printr-o translatie in

0 T

(28]
-

timp. Daca in s, = o Hjo , functia
X(s,) existd, deci | X(s,) | <o, atunci
se poate demonstra ca i in cazul ante-
rior cd X(s) existd pentru puncte s
Fig. 7.3 Semnal de durati infiniti cu su- avind: ¢ < g .

portul nemarginit la stinga.

5. Daca x(t) este un semnal cu intindere spre stinga si daci dreapta de
ecuafiec Refs} = o,_este in domeniul de convergenti, atunci toate
punctele s din planul complex ce satisfac Re{s} < o_sunt in domeniul
de convergenta al transformatei Laplace bilaterale cu intindere spre
stinga.

Vom considera_acum cazul cel mai general, al unui semnal cu suportul

nemarginit, confundat cu axa reald. Un astfel de semnal poate fi scris ca o sumi de
doud semnale, unul cauzal si altul anticauzal:

x(0) =x,@0) +x_0) ; x,@0) =x()a(®) , x_(t) =x(®)o(-1) .

Semnalul x,(t) este de tipul cu intindere spre dreapta. Daci 9{x (D)} (s)) exista,
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atunci transformata respectivd existd, conform proprietitii 4 pentru Vs avand
Re{s}>Re{s,} .

Semnalul x (t) este de tipul cu intindere spre stinga. Daci L{x (1)} (s,) existd,
atunci transformata respectivd existd, conform proprietitii 5 pentru Vs avand
Re{s}<Re{s,} .

Nu este dificil de observat ca operatorul definit de relatia (#.7) este liniar si,
prin urmare L{x(t)} = Li{x, (}+L{x (1)} . O conditie suficientd de existenti a
transformatei S{x(1)} este existenta celor doud transformate. Dacd Re{ s13 <Ref{s,},
atunci cu siguranfd cd pentru valorile lui s pentru care: Re{s;} < Re{s} < Re{s,},
este asigurata convergenta transformatei Laplace bilaterale a semnalului x(t). Se poate
enunfa proprietatea:

6. Daca suportul semnalului x(t) este toati axa reali si daci dreapta de
ecuafic Re{s} = o _este in domeniul de convergenti al transformatei
Laplace bilaterale, atunci domeniul de convergengii al acesteia este o
bandi paraleld cu axa imaginari, confinind dreapta Re{s} = O

Exemple:

—w, _ _
1) Semnalul de duratd finitd * @ =€ “[o@-0(-0] 4 transformata Laplace
bilaterald:

“(s+w,)T

T
X(s) = fe oty le ” 7
0 S+(i)o

| Zerourile transformatei sunt S = O, Vj(2kn/T) , k € Z . Transformata are un singur
pol Sp = =0, , compensat insd de zeroul k = 0, s,, = -0, . Prin urmare X(s) are ca
domeniu de convergentd tot planul complex.
2) Semnalul  de  duratd  infinitd, cu  suportul confundat cu  axa
A = t I s 3
reald x(t) = e @ ] » W, > 0 , se poate scrie sub forma:
—w I
x®) =e “a@+e a(-1)
excepfia punctului 1 = 0 ).

Semnalul cu intindere spre dreapta are transformata Laplace:

1

Stw,

, egalitatea fiind valabild aproape peste tot (cu

v Lle ™ a(@) = , Re{s}> -0, ,

iar semnalul cu intindere spre stanga:
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In consecina:

Lle ™" = - = >~ ; -w,<Re{s}< o

Domeniul de convergentd al transformatei

Jeo semnalului este intersectia celor doud domenii de
D \\\J \\ ‘convergenfd ale componentelor cauzald si anticau-
\\\ zald,
| Domeniul de convergentd DC este prezentat in
\ Jigura #4. Deoarece axa imaginard s = jo se afld in
= DC, existd transformatd Fourier. Ea rezultd punadand
Wy Cog G‘J " i [
\\ o = 0 in transformata Laplace bilaterald. Se obtine:
X\% O T T
' ; 2 2
&\ \\ (J‘-'o)z_ma “)2+wa
; ; entiond i pen & : ]
Fig. 7.4 Donsenivl ‘dé con- Mentiondm cd pentru ®, 0 cele doud

S domenii Ref{s} > - ) i ia
vergenti pentru transformata <" Re{s} : ,(D" = Re{s} Do i TSR
: vidd. In consecind nu existd, pentru nici o valoare
semnalului exp(-o_|t|) . g . g
0 complexd s, transformata Laplace bilaterald.

7.2.2 Transformarea Laplace inversi

Asa cum s-a ardtat prin relatia (¥.8), transformarea Laplace bilaterald directd
este o transformare Fourier directd aplicatd semnalului x(t)e®! | o fixat, deci pe o
paraleld la axa jo.

Dar semnalul x(t)e®" | o fixat, poate fi recuperat prin transformarea Fourier
mnversa:

xHe = FUX(o +jw)}=% [X(arjo)eide . (#13)

!

Cum o este constant in raport cu o (desi poate fi modificat evident si ©),
QSZd(c+joJ)= jdo , integrala (%13) efectudndu-se pe o paraleld dusi in planul s la axa
JO, '
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g tjeo

x(t)e“"l & 2%:} f X(s) e/ ds

a—jeo

Deoarece integrarea se efectueazd considerand o fixat, se inmulteste relatia obfinutd
cu €°' # 0 si se introduce factorul sub semnul integralei. Se obtine relatia ce defineste
transformarea inversd transformdrii Laplace directe:

0+jm

| _ 1 st = -1 .14
x(f) —Eij(s)e ds = LX)} , oeDC . (1149

g —je

Integrarea se efectueazd pe o paraleld la axa imaginard continutd in domeniul de
convergen{d. Acest fapt este exprimat in relafia (%14) in mod simbolic prin o € DC.

Se spune ca relatiile (%7) si (#14) definesc o pereche Laplace (bilaterala) si
se scrie:

g
x(f) <—> X(s) (#15)

simbolul & lipsind in majoritatea cazurilor.

Calculul transformatei directe si inverse se face in electronici pe baza tabelelor
$i numai in cazuri cu totul particulare prin metodele studiate la cursurile de
matematica.

Pentru determinarea transformdrii inverse, in masura in care avem de inversat

fractii rationale, se procedeazi la descompunerea in fractii simple si la ciutarea
~ functiilor temporale in tabele.

Exenple:
L. Se cere sd se inverseze funcfia X(s) = 1/(s+2)(s+3) . Dacd nu este precizat

domeniul de convergentd, problema este nedeterminatd, avdnd trei solutii posibile.
In DC nu poate intra nici un pol. Se exclud, asa cum se aratd in figura ¥.5
dreptele 6 = -2 5i 6 = -3 . Se descompune X(s) in fractii simple:

1 1
X(s) = = . (%16)
&) sS+2 §+3
{
i) Dacd domeniul de convergenid este 1, 6 > -2, atunci Jfiecare termen
al relafiei (¥,16) va fi inversat intr-un semnal cauzal:
a>-2 : ,_1_——>g'2‘0([) ; 6>-3; >e Yg(p)
5+2 S+3
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R
Rezulta:
bjes ox2: -l > (e F e W)
@ @ @ s+2 s§+3
(%17)
3 Jrz = ii) Dacd domeniul de convergentd este 2 , ¢ < -3,
2l fiecare termen al relatiei (¥16) se inverseazd prin
cdte un semnal anticauzal:
0<-2 : — () §
S+
Fig. 7.5 Cele trei domenii de 1 ™
convergengii posibile pentru 0<-3: 13 —> -e~o(-7) ,
X(s)=1/[(s+2)(s+3)].
§i deci:
o<-3: 1 _ 1 __ (~e #+eMa(-1) . (#.18)
s+2 s5+3

iii)  Ultimul domeniu de convergentd este 3 , -3 <o < -2 :

semnal anticauzal: g<-2 3 : —> —¢ ¥g(-1) ;
s
semnal cauzal: g=3 & A —>e o(f)
s+3
FLge-p 3y L o 1 e 'g(--e¢Ya@® . (%£19)
S+2 S§¥3

Aceiasi transformatd Laplace bilaterald, (#16) poate fi inversati in trei moduri
distincte, dupd cum este ales domeniul de convergentd. Numai in cazul i) jo c DC
$i, prin urmare, numai pentru semnalul (¥.17) existd transformati Fourier. Semnalele

(#.18) si (+.19) desi au transformate Laplace bilaterale, nu au transformate Fourier,
axa imaginard nefiird inclusd in DC.
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#.2.3 Definirea transformatei Laplace bilaterale prin constelatia de poli si zerouri

Dacd transformata Laplace bilaterald este o fractie rationald, de forma:

_ k=1

se vede imediat cd este suficientd cunoasterea polilor Spk §1 @ zerourilor s, pentru a
cunoagte, cu rezerva unei constante multiplicative K, pe X(s) . Dacd, in plus, se
cunoaste i valoarea transformatei X(s) intr-un punct s, € DC poate fi determinatd si
constanta K.

Polii si zerourile pot fi dati prin valorile
lor complexe sau printr-o diagramad a
"constelatiei" de poli si zerouri, CPZ. Simbolul
de marcare al unui pol este o cruciulitd de tipul
"x". Simbolul de marcare al unui zero este un
cerculef: © . In figura 7.6 se di un exemplu de
reprezentare a unei CPZ pentru o transformatd
Laplace bilaterald, X(s) . Expresia ei, conform
valorilor inscrise in diagrami este:

jeo Sp=-2+j15

X(@) = K— 203
(s+2-115) (s+2+1,5)
XG@) = K s-1,5
5% +45+625
Fig. %6 Constelatia de poli si :
zeng)uri S—— tlaut;fmmapt?: ILSa_ Dacid se specifica faptul cd x(t) , semnalul
place. temporal, este cauzal, atunci DC este ¢ > -2 |

verticala ce trece prin poli.

Axa jo este inclusd in DC si, prin urmare, existd si transformata Fourier a
semnalului. Ea este:

§ S-S W -8
F(20)(0) = o s 4O, .
J =
_ (-5, ) =5,,) 590 (jw-5,)(w-5,,)
Dar jo-s, este ségmenml orientat ZA , astfel cd jw-s, = |ZA|e/¥ . La fel
Jo -8, = |PA| % si jo-s, = | P,A | ¢’® . In consecinti:
X(jo) = I—ZK ej(’if—IPg‘le) :




de unde:

) - |ZA| ) oo B
X = © Arg X = P(w) = G- -
| X(jw)] Pal- A gX(jw) (@) = ¢-9,-¢,

In general, fixand o frecventd, deci un punct A pe axa imaginard, se uneste
acel punct cu toate zerourile Sok $1 cu toti polii Spk - S¢ obfin segmentele de
lungimi |Z A| , respectiv |P,A| , precum si unghiurile Wy » Tespectiv @, .
Modulul si faza transformatei Fourier se calculeaza cu relatiile:

— &

ZA|
X(jo)| = |K| £

M N
3 P0) = ArgKey W-Y g, . (R2D)
k=1 k=1

F =
'E
7

7.3 Transformarea Laplace unilaterali

Studiul sistemelor cauzale ce nu sunt inifial in starea de repaus (nu au conditii
initiale nule) se face utilizind transformarea definit prin relatia:

LxO}) = [x@ear . (%22)
0+ .

Funcfiile (seranalele) complexe care satisfac conditiile:

i)  sunt cauzale x(t)-o(t) = x(t) ;

i)  sunt continue cu exceptia eventual a unei mulfimi numarabile de puncte
in care au discontinuiti{i de speta intai:

i)  satisfac conditia lx(@®)| < Me™ % -M>0,0,20,

se numesc functii original iar G, este denumit indice de cregtere a functiei.

Transformata Laplace unilaterali (%22) a unei functii original existd si este
olomorfd (analiticd) in semiplanul Re{s} >, .
Transformarea inversd este definitd de:

0 +jeo

2@ = LHX@) = 2—; [ X©)eds , Refs}>q, . (23)

O-jeo
Se spune ¢a relatiile (¥.22) si (#.23) definesc o pereche Laplace unilaterald si se
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scrie:

=

) —s X() (7.24)

7.3.1 Relatia dintre transformata Laplace bilaterali si transformata Laplace
unilaterala

Pentru cazul semnalelor cauzale, intre cele doud transformate nu existi

diferenfe. Fie x(t) = x(t)o(t) si aplicim acestei functii transformarea bilaterald (#.7)
Rezulta:

oo

L{20)}= [2@)e “dr= [ x®)o@)e “dt= [xe)e Fdt=L,{ x®)} .
oo 0

-00

Fie acum un semnal cu suportul plasat si in domeniul t < 0 :

oo

0 w
L{x@)}= fx(t)e‘“dt= fx(t)e‘“dﬁfx(t)e “tdt .
e 0

—C0

In primul termen se pune t —> -t si se obtine:

oo 0 oo

L) = [x0e*dr = [x(-1e Ddr+ [x@)edr

= —ca 0

sau:

D x0)6) = L 20} +L{ 2-D}(-s) - (#25)

Transformata Laplace bilaterald este suma dintre transformata Laplace
unilaterald a semnalului si transformata Laplace unilaterala reflectatd (-s) a semnalului
reflectat (-t) .

Vom observa ca in cazul transformarii unilaterale, specificarea domeniului de
convergenfa nu este necesard. Transformata unilaterald se referd numai la partea din
dreapta originii a oricdrui semnal i, deci, domeniul de convergenti va fi un semiplan
delimitat de o dreapta paraleld cu axa imaginari, ce trece prin polul plasat in extrema
dreaptd, intinzdndu-se spre dreapta.
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7.4 Transformarea Laplace a distributiilor
Transformata Laplace a unei distribugii f € S' poate fi definitd utilizand
transformata ei Fourier:

LI f} = Fleoif) . (%26)

Dacd f € D', si dacd produsul fe°l € ', deci este o distributie temperata, se
defineste transformata Laplace a ei prin:
L{f}=(f,e™) (%26

Pentru o distributie g € D/ , nuld in deschisul (- , 0) , dacd ge®' € S! ,
transformata Laplace unilaterald are o definitie similara:

L{e}=(8,e™) . (#.267
Sunt interesante pentru studiul semnalelor gi sistemelor, transformatele
distributiilor Dirac d(t) si treapta unitard o(t) .
Pentru distributia Dirac d(t) se aplicd definitia sub forma:
L{6} = F{ds@®e ™} .
Pentru Vo € R, (1) = eoﬁ(t) = (t) si, deci:

L{o6}=F{8}=1 VsecC . (%27)
~Considerand distribufia Dirac deplasatd, 8(t-t,) rezulta:

D81} = FloE1)e ™) = Fle ™ 8-1)} = zpe
- e—oto g{&(f—ta)} _ e-—atoe—jmto - e"sr,, , VseC .

Pentru treapte unitard o(t) se poate aplica direct definitia (7.7) :

oo oo

L{o®} = [o@ede = [etar .

0
t

Integrala este convergenta numai dacd Re{s} > 0 , caz in care:

L{o(r)) :% , Rels}>0 . (#.29)
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Daci treapta unitard este reflectatd x(t) = o(-t) , atunci:

w 0
= [ot=tedr = [estg = _ 1
Llo(-0} = La( fe dt _fme d = -~ Rels}<0 .
si, deci:
Di-o(-n} =1, Rlsi<o0 . (#.30)
A
Vom incheia, subliniind ca:
L0} ={s}=1
L { o)} = L{ o)) = % #.31)

LA -o(-n}=0

7.5 Proprietafi ale celor doui tipuri de transformate Laplace
Se noteaza:

x(®) <i--> X(@s) s eDC, ; x() <—g£—> X(s)

24 o
YO <—>Y@) seDC, 5 y@) <

> Y(s)

1. Liniaritatea Analizand relatiile de definitie, rezulti imediat ci:

ax(@®)+by(r) < >aX(@E)+bY(s) s € DanDCy cel putin #.32)
ax()+byH) <—> aX,()+bY,(s) . '

Menfiunea "cel pugin' la transformarea unilaterald se datoreazi faptului ¢a in

suma anumifi poli pot dispare ca urmare a simplificirii cu zerouri, aparute ca efect
al insumarii.

2. Translatia in timlp h Pentru x(t-t,) avem:

oo

L{x@-1,))} = fx(t—ta)e“‘dt = e_sr"fx(t)e‘”d-c = ¢ " X(s)

-0
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-8, .
Cum polii lui X(s) nu se modificd ca urmare a multiplicdrii cu ¢ , domeniul de

convergenfa ramane cel al transformatei X(s):

x(t-t,) <—>e "°X(s) seDC, , V¢, . (%.33)

Consideram transformarea unilaterald aplicatd numai pentru translatii cu t, > 0:

s o .
%fu{x(t—ta)} = fx(%to) e Stdt = fx(t) eS¢ gr +fx(-|;) e SCT) 4o
0 3 ",

Dar x(t) = 0 pentru © < 0 , semnalul fiind considerat cauzal (vezi cele trei
conditii impuse originalului). In consecintd, prima integrald este nuld i, prin urmare:

x@-t,) <—> e X (@) , t,>0 . (£33

Aceastd a doua relatie este cunoscutd si sub denumirea de "teorema intérzierii",
ca urmare a faptului cd t;, > 0 .

' st,
3. Modularea in timp  Se cauti transformata pentru € *®

o0

L™z} = [ x@e™ e dt = X(s-s,)

0

Modularea in timp este prin urmare echivalenti cu o deplasare in domeniul s.
- Aceastd deplasare conduce la deplasarea cu o, = Re{s,} a domeniului de
convergentd. Dacd o, > 0 , domeniul se deplaseaza spre dreapta cu o, , iar dacd

o, < 0, domeniul se deplaseaza spre stdnga. S-a obtinut o teorema de deplasare in
domemul s

e™'x(t) <—> X(s-s,) s€DC deplasat cu o, . (7.34)

In cazul transformdrii unilaterale relafia ramane valabildi. Domeniul de
convergentd este si el modificat prin deplasare.

> X,s-s,) . .34

: e x(t) <

4. Scalarea variabilei timp Fie x(at) , a € R* . Transformata bilaterald este:
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oo

L{x(@} = f.x(at)e “dt = —fx('c)e g = ix(ﬁ)

la| "a

—00

Domeniul de convergentd este si el scalat. Fie DC' domeniul de convergenti
al transformatei X(s/a) si DC domeniul de convergen{d al transformatei X(s). Atunci
s € DC' daca (s/a) € DC:

xa@)<—>-L1x(5) , aer , Senc . (35
la| ‘a a
Pentru transformata unilaterala:
xa) <—> x5y, a>0 (2.35"
a a

domeniul de convergenta fiind afectat spre stnga.

5. Teorema convolufiei

L{ x(t) *y(1)} = f [ f x(t)y(t - t)dt] e i = fx(-c)e 5 f y(t - t)e ¢ dtdr = X(s) Y(s) .

—0d —00

Similar:
x@)*y(@) < > X(®)Y(s) s € DC,nDC, cel putin . (#36)
Q) yO <—> X,6)Y,6) . (36"
6. Derivarea in timp Se pleacd de la relatia de transformare inversa (#14), care

se deriveazd in functie de t care apare ca parametru in integrald:

dxll) fX(s) e*! ds -Z—W 5 X(s) e*' ds

dt 2nj Y

Inmultirea cu s poate compensa un eventual pol din origine al lui X(s), asa cd
domeniul de convergentd al lui sX(s) este cel putin domeniul lui X(s) :

dx(f)

i sX(s) s€DC cel putin . (7.37)

351



Consideram cazul transformirii unilaterale:

oo

Sfu{d_x@} = f%ge‘“dr =x(@)e™

m++sf———dx(t)e“”dr :
o Tar

)
Dar |e™| —> 0 cand t —> oo §i, prin urmare:
dx(t)\ _ _nfy . ax(D) e
L. > } = sX,(5)-x(0") ; L0 = SEE-E0.
#.37")
7. Derivarea in domeniul variabilei s Se deriveazd direct relatia (+7), s fiind
parametru in integrala:
AXE) _ [ ond st o e
—==x(®)—e*dt = ||-tx(t)|edt .
ds _j; ( )d.s _j; [ ()]
Rezulta deci: |
-tx(t) <—> X6 € DC . (+.38)
G
In mod asemanitor se deduce ci:
X
-tx(f) <—> X, ) (338"

ds

8. Integrarea semnalului in domeniul timp Fie y(t) semnalul obfinut prin integrarea
semnalului x(t).

!

y® = [ 2@dv = x@®)x0(®

- 00

Aplicand transformarea Laplace bilaterald si tindnd seama de teorema con-
volutiei se deduce:
1

Y(s) = X(5)-L
S
Cum (1/s) are domeniul de convergenfa Re{s} > 0 rezulta:
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[x@dv <—> X9 5 ¢ DN (Refs) > 0) cel pusin. (739
e Y

O relatie similard se stabileste si pentru transformarea unilaterala:
I3
f x(t)dr <——>
O-I-

X, (s)
Ay

©.39")

Daca condifiile inifiale ale integralei nu sunt nule, in sensul ¢i existi un
impuls in origine, atunci relatia se corecteazi, devenind:

f + (_l) #
f x(t)dt <——> %) 20 : (¥.39")
0* §

In aceasti relatie x“1)(0") este valoarea integralei in origine.

9. Teorema valorii_inifiale a unui semné]r cauzal Pentru semnalul cauzal x(t}=x(t)o(t),
cele doud transformate sunt identice X(s) = X,(s). Vom considera cd nu exista

impulsuri Dirac in origine. Semnalul x(t) poate fi dezvoltat in jurul originii pentru
valori t > 0 :

5 i oatoin . B0 g k1l _®a+
x(0)=[x(0 )+1_!_x © )+2—!x Q) +...+¢ o @) +..Jlc@® . (#40)
Dar ${o(t)} = L {c(t)} = (1/s) . Aplicand teorema derivirii in domeniul s rezults ci:

Lro@) = d,{ro@) = ~(3) =

A

Prin inductie completd se poate arita valabilitatea relatiei;

Ltro@} = L {t*a @) = % . (*.41)
. Y

Aplicand oricare dintre operatorii Laplace relatiei (%40), si tinand seama de (F41),
se obtine o dezvoltare a lui X(s) in jurul originii:

oo

X@) = X, = Ya®) L | (742)
k=0 Sk+l
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Din aceastd relatie se deduce prin inmulfire cu s, expresia:
= 1
_ _ + k +
sX(s) = sX,(s) = x(0 )+1§ x® )F

Trecand la limitd pentru s —> oo , suma se anuleazd §i ramane:

x(0") = limsX(s) = limsX,(s) , (#.43)

S—> o0 5—>0

relatie cunoscutd sub denumirea de teorema valorii inifiale a unui semnal cauzal.
Dacd valoarea initiald x(0") este nuld, multiplicand (#42) cu s? si trecdand la
limitd pentru s —> < se obtine:

x/0%) = lims?X(s) = lims®X (s) , daca x(0") =0 . (744)
Relatia se poate extinde. Dacd x(0") = x'(0%) =...= x®™D(0") = 0 atunci:
x®0% = lims™'X(s) = lims"'X (s) ; x%(09)=0, 0<k<n-1.
(#.44")

10. Teorema valorii finale a unui semnal cauzal Semnalul x(t) fiind cauzal: x(t) =
= x(t)o(t) avem: X(s) = X (s) . Se tine seama de teorema derivdrii in domeniul timp:

oo

[x®edt = 5X,(5)-2(0") = sX(s)-%0") . (.45)
~

Se trece la limitd pentru s —> 0 . Cum s apare ca parametru in integrala din membrul
stdng, rezulta:

[=-] oo

lim [x/(f)e *dt= f x/(¢) im (e ™) dt = fx
—>00 s—>0 o

:;:_x(m) 'x(0+) ’

unde x(e) = limx(f) - Substituind rezultatul in (*.45), se obfine:

—>¢

x(w) = limx(f) = limsX, (s) = limsX(s) , (7.46)

t—>e s—>0 s—>0

relatie cunoscutd sub denumirea de teorema valorii finale a unui semnal cauzal.
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Una din concluziile importante ce se desprinde din studiul comparativ al
proprietitilor celor doud tipuri de transformate Laplace este aceea, ca in majoritatea
cazurilor practice cele doud transformate au proprietdti identice. Acesta este §i

motivul pentru care nu este intotdeauna necesard specificarea tipului de transformare
ce se utilizeaza.

#.6 Studiul sistemelor liniare si invariante in timp prin intermediul
transformarii Laplace
Teorema convolutiei, prin forma simpld pe care o are, permite studiul
comportarii sistemelor LIT. Este posibild, utilizdnd transformarea unilaterald, si

cuprinderea conditiilor initiale nenule pentru sistemele cauzale.

+.6.1 Functia de sistem a unui sistem liniar si invariant in timp

Pentru un SLIT relatia dintre semnalele de intrare si iegire este

y(@) = h(@)*x() . Aplicand acestei relatii transformarea Laplace bilaterald se
obfine:

Y(s) = Hs)~X@E) ;3 HE) = L{ROKS) . (#47)
XM ] it X(8) (5)<
=]l yﬂﬂrxm s R Fr(gxm)

Fig. ¥.7.a SLIT caracterizat de raspunsul Fig. ¥.7.b SLIT caracterizat de functia de
la impuls h(t). sistem H(s).

Relatia (#.47) permite determinarea raspunsului unui sistem de orice fel, nu
neaparat cauzal, la un semnal de intrare x(t) nici el neapdrat cauzal. Utilizarea
transformarii unilaterale nu permite tratarea unor cazuri teoretice importante. Pe de
alta parte, in cazul in-care sistemul §i semnalul sunt cauzale, simpla adaugare la
transformate a mdlcului "u", modificd in mod corespunzitor relatia (#.47). in cazul
utilizdrii transformarii Lapiace bilaterale, specificarea domeniului de convergenta este
neaparat necesara.

Asa cum raspunsul la impuls caracterizeaza complet comportarea unui SLIT
in domeniul timp, funcfia H(s), transformata Laplace bilaterald a acestuia, caracteri-
zeaza complet comportarea sa in domeniul complex. Funcfia H(s) poarta diverse
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denumiri, cum ar fi functie (de) sistem sau functie de transfer. Ea poate fi determina-
ta si drept raport al transformatelor semnalelor de iesire Y(s) si a semnalelor de
intrare X(s). :

Fie un SLIT stabil. Atunci existi F{h(t)}(w) = L{h()}(jo) si, deci axa
imaginard este in domeniul de convergentd al functiei sistem H(s). Cauzalitatea nu
a fost nicicum implicata.

h jeo |
; %000
n=eieeo A % ///?
G 50
7
- " &% 1
0 t //!
i

Fig. 7.8 Raspunsul la impuls h(t) al unui sistem necauzal si funcfia de sistem H(s)
impreuna cu domeniul ei de convergenta, DC.

Pentru exemplificare fie sistemul anticauzal avdnd functia pondere

h(®) = e*m"ro(—t) , ®, < 0 - figura #.8. Transformata Laplace bilaterald, functia
sistem, este: H(s) = -1/(s+w,) , conditia de convergentd fiind Re{s} < -o_ . Polul -o/
este situat in semiplanul drept. Axa imaginard este inclusd in domeniul de con-
vergentd DC , existind F{h(t)} = H(0) = -1/(0,Hjo) .

Fig. .9 Raspunsul la impuls h(t) al unui sistem cauzal si funcfia de sistem H(s)
impreuna cu domeniul ei de convergengi, DC.

Dacad sistemul este cauzal, domeniul sdu de convergentd se intinde spre
dreapta, ca 51 semnalul. Daca, in plus, sistemul este gi stabil, axa jo este din domeniyl
de convergentd. Dacd H(s) are poli, ei pot fi plasafi exclusiv in semiplanul stdng. In
figura .9 se da exemplul unui sistem stabil si cauzal h(f) = e"m"ro(r) , 0, > 0.

Transformata Laplace bilaterald a lui h(t) , funcfia de sistem,este H(s) = 1/(s+,) ,
convergenta fiind asiguratd pentru acele valori s din planul complex ce au Re{s}<-®

Axa imaginard este inclusd in domeniul de convergentd si deci, existd 7 {h(t)}

(1]
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=-1/(0,+jo) . Polul functiei H(s), 5, = -, , este plasat in semiplanul sting. Este, prin
urmare, clar c¢d un sistem stabil §i cauzal nu poate avea poli decat in semiplanul stang,
nici macar pe axa imaginara.

7.6.2 Determinarea rispunsului unui sistem liniar si invariant in timp utilizind
transformarea Laplace

Principial, problema are o solufionare simpla. Fiind dat semnalul, se determind
transformata sa Laplace (unilaterald sau bilaterald, dupd caz) X(s). Se determini

Y(s)=H(s)X(s) , transformata Laplace (unilaterald sau bilaterald). Prin transformare
inversa rezultd y(t).

x(t) Un caz aparte
- este cel in care la intra-

N /\/\// rea unui sistem cauzal,

xgt) . bh(®)<—>H(s)=Hys),

0 T 2T 3T t  se aplicd un semnal x(t)

Fig. .10 Semnalul cauzal x(t) poate fi considerat ca E::fg dgzg;a S?I:Higau;g
repetarea la infinit a primului sau segment, avind suportul =~

cu x(t) semnalul cu
[0l | suportul [0.T] , atunci:
x,@® = x@®[c@®-0@-T)] . (7.48)

Semnalul x(t) poate fi privit ca fiind repetarea lui x (t), pasul de repetare fiind T :
x(@® =x,0)xY d8@-kT) =Y x,(¢-kT) . (¥.49)
k=0 k=0

- Semnalul x(t), desi nu satisface definifia periodicitdtii, se spune cd este periodic
pentru t > 0 sau ca este periodic cauzal.
Daca se noteaza:

T
Lix, @} = fxo(t)e"sr dt =X, (s) = X,(s) , (#.50)
0
neexistdnd nici o deosebire intre cele doud transformate, atunci din (%.49) rezult3:

L{x@)} = S,é’t{xo(r)} i L A0k} =X, (5) )E g Re{s}>0 .
k=0 k=0

Deoarece Re{s} > 0 , suma din relatie este convergenti si este 1/(1-e‘ST) . In
consecintd, se deduce relatia:
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X5u(S)
-sT

X, (5) = Re{s} >0 , (+51)

1-e

cunoscutd si sub numele de formula lui Weidelich. In conditiile problemei, aplicarea
transformirii bilaterale conduce la acelasi rezultat, astfel cd indicele "u" din formula
lui Weidelich poate fi omis.

Pentru a determina semnalul de iesire se calculeaza:

Y (s) = H,(s)X,(5) = 7,6) Xf‘;(s) . (%52)
1-e¢~*

Determinarea semnalului original y(t) se face inversdnd (#.52). Admiténd cd
sistemul considerat este descris de o ecuatie diferentiald, solutiei generale a acesteia
ii corespunde componenta de regim permanent a lui y(t) iar solutiei sale particulare
ii corespunde componenta de regim tranzitoriu a lui y(t).

Deci y(t) are o componentd tranzitorie y,(t) ce se amortizeazd in timp §i o
componenti de regim permanent, sau stationar, yg(t) ce se mentine si la infinit:

y@) = LHY, O} = 3,0 +y50) - (#.53)

Componenta tranzitorie, avand un factor exponential de amortizare, se datoreste
polilor din semiplanul stdng ai functiei Y (s), cu G, < 0 . Componenta de regim
permanent nu are factorul exponential (ea igi pastreaza caracteristicile in timp), deci
nu poate fi decat rezultatul contributiei polilor functiei Y (s) ce au ¢ = 0 , adicd sunt
situati pe axa imaginara (vezi "Contributia polilor ..." in paragraful ¥.6.3).

Notand: y,(t) <—> Y, ,(5) §i yg(t) <—> Yg,(s) , se scrie:

Y, () = Y, (5)-Y, () . (#.54)

Dacd y ¢(t) = yg(O[o(t)-o(t-T)] atunci, conform formulei lui Weidelich:
aSu(S) = Su('s)(l he_ST)

Se tine seama de (#54) si (F+52) si se obfine:

X H
Y, =[Y,6)-Y,6](1-e*T) = [_,_"i(s_)‘:sf__s) ()]( 297

1-e
]

Y,5,) = X,,8) HS) - Y, ) (1-eT) 5 3,50 =L, {¥,5,6)}
(%55;% %)
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Se observi ci, pe baza formulei lui Weidelich, poate fi determinatd transfor-
mata Laplace a rdspunsului unui sistem cauzal la un semnal periodic cauzal doar
observand comportarea temporald.a acestui semnal in prima sa perioadd. Cu ajutorul
transformatei Laplace a raspunsului pot fi determinate componentele de regim
tranzitoriu i permanent ale acestuia.

Exemplu La intrarea cir-

IZIR_ ] © 1 4R cuitului din figura #11 a se
| ly(‘f) aplicd unda rectangulard

cauzald cu factor de umplere
2 27 t 0,5 , prezentatd in figura
F.11 b. Se cere rdspunsul de

Fig. 7.11 (a) Circuit RC; (b) Semnal aplicat la intra- 768/ pPermanent (stajionar).

rea circuitului RC. Pentru
deduce:
. ® 1
H,(s) = S+;c ; W, = 0 ; Re{s} > -ow,

Considerdm numai prima portiune [0,T] din semnalul de intrare x,(1) ,

AT
X8 = -i—(l -e 2 ) . Aplicdndﬁ?rmula lui Weidelich se obfine:

ST
Y (5 = (oc(1~e ’ ) . @,
siE+w,)(1-e7T) _sT

s@tw,)(l+ve *)

Componenta tranzitorie este cauzald de polul -0, , deci:

; 4 =Y, 6+0,)]

§=-w, (0]

Conform relatiei (7:56) se determind Y g, (s) :

_sT
Y . (s) = gl 12 2)+ 1 Jd-¥
oSu T
SE+w,) @l s+,
1+e 2
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De aici rezultd prin inversare:

» -0 =)
Yosl®=(1-¢*)a(®)~[1-e

w T

c

Y,5(0) =(1 "—g-im?e_"’")o(t) —{1 -e

[

1+e 2 1+e 2

Si: ys(t) = yos(t) *63"(1‘)

Se observd cd:

5 lim 1-«“’—_e‘°’°’)=1 ; lim(1-e

[—> mCT [—>w

. g 9¢D
. s lim S = 0
t—>00 c
l1+e 2
Tindnd, insd, seama de faptul cd suportul lui V,s(t) este intervalul [0,T] , se
poate afirma cd pe mdsurd ce T creste, Yos(t) este o aproximare tot mai bund pentru
X,(1) . De aceea se poate afirma cd pentru t —> o, limita lui Ys(t) este nenuld, ceea
ce justificd denumirea de componentd stationard pentru acest semnal. Avénd in
vedere forma de variafie cu ® a modulului functiei sistem |H (@) | , se constatd
Japtul cd semnalul y(1) este o aproximare pentru trunchierea lui x(t). Numarul com-
ponentelor spectrale ale lui x(1), neafectate prin trunchiere, depinde de valoarea
pulsatiei de tdiere 0, (el fiind cu atdt mai mare cu cdt ®©, este mai mare).

#.6.3 Sisteme liniare si invariante in timp camcterizate prin ecuatii diferentiale
liniare cu coeficienti constanti

H

Fie sistemul LIT caracterizat de ecuatia diferentiala:

N M
a5 d*x@) :
g TR e %0 =

360

292



2%3

cu conditii inifiale nenule.
Aplicand acestei egalitdfi transformarea Laplace bilaterald, rezulti:

N ' M
Y astY(s) = Y bs*tX(s) . (#.58)
k=0 k=0

Se poate determina functia de sistem H(s) = Y(s)/X(s) :

M=

bks"
0 _ N@
D(s)

H(s) = * (#.59)

=
£
Ty
Rﬂ

=
1l
[}

Dacd este datd forma ecuatiei diferentiale (%57), functia de sistem se scrie
imediat prin identificarea coeficientilor §i reciproc. Fiind dati forma H(s) din (#.59),
ecuafia diferentiald se deduce tot prin identificarea coeficienfilor. Vom mai observa
faptul cd, daci sistemul este descris de o ecuatie diferentiala, H(s) este o fractie
(functie rationald) in s.

Radacinile ecuatiei:

N
D) =Y as* =0 , (%60)
k=0

dau polii sistemului, Spk » in numdr de N, incluzand si ordinele de multiplicitate.
Raddcinile ecuatiei:

M
NG = Y sk =0, (7.61)
k=0

dau zerourile sistemului, Sok » i numdr de M, incluzand si ordinele de multiplicitate.

Pentru a putea utiliza (£59) trebuie specificat domeniul de convergentd, in
functie de natura raspunsului la impuls h(t). Daci insi h(t)o(t) = h(t), sistemul fiind
cauzal, atunci H(s) = H,(s) iar domeniul de convergentd se intinde spre dreapta, de
la cel mai din dreapta pol al sistemului. Dacd sistemul este stabil, tofi polii sunt in
semiplanul din stinga, deci toti polii au proprietatea Re{spk} <O pentrul <k <N.

Vom presupune in cele ce urmeazd ci sistemul este cauzal, prin urmare:
Hu(s)=H(s)=%Eu{h(t}}=S£{ h(t)} . Teorema valorii initiale a unui semnal cauzal, aplicati
raspunsului la infpuls (s1 el cauzal), conduce la:

hQ) = lims-H (s) = lims-H(s) = lim SN®) (7.62)
§—>o S—>eo S—>00 D(S)
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Daci h(0™) este finit, deci nu existd impulsuri Dirac in origine, atunci se poate deduce
cd M+1 < N . Intr-adevar, tindnd seama de forma expresiei (¥.59), avem:

ho™ = tim DS Y4By by

s>e  ayusV+a,  sN!

+’.l +al S +aO

Dacd M+1 > N , atunci limita nu poate fi finiti. Rimane, in consecin{i: h(0") < oo,
M+1 £ N, M <N-1.

Gradul numaratorului unei functii sistem ce nu are impulsuri Dirac in origine
este cel pufin cu o unitate mai mic decat al numitorului.

Daca M+1 > N expresia lui h(t) prezintd impulsuri Dirac in origine. Spre
S+2 =T &
s+1 S+1

In mod normal numirul polilor unei functii sistem intrece cel putin cu o unitate
numarul zerourilor i. Daca polii unui sistem stabil sunt plasati numai in semiplanul
sting, In schimb zerourile sale pot fi plasate oriunde.

Sistemele ce au atat polii cat si zerourile plasate in semiplanul sting se numesc
sisteme de fazd minimd. Inversul functiei H (s) a unui sistem de fazi minim3,
1/H,(s) , are atét polii ct si zerourile in semiplanul stang. Si ea este o functie de fazd
minimd, corespunzind unui sistem de fazd minim4.

Substratul notiunii introduse poate fi clarificat printr-un exemplu. Fie:

1

s+1

exemplu daca H (s) =

rezultd h(t) = d(t)+e o(t) .

h@®) = elo@) <

> H () =

Réaspunsul in frecventd al acestui sistem este H(w) = 1/(1+jo) . Modulul si faza

: 1
raspunsului in frecventd sunt | H(w)| = ; ®(w) = -arctg® | Daci

Y1+ w?
intereseaza numai modulul raspunsului in frecventd, nu si faza sa, se pune intrebarea
daca sistemul dat ca exemplu este singurul avand acelasi modul in functie de
frecven{d? Raspunsul este negativ. Si sistemul cu raspunsul in frecvents:

Laf=
H' = 1 mo _ 1 - (1 2
, (@) = : <—>h, @ = (@, +De™-2w,e ' ]a() ,
0 1+jw 1+j_“i g w,-1
' @

o
{

are acelagi modul ca i sistemul cu functia H(o) . In schimb, functia sa fazi-frecven-
{d este:

Q, () = —arctgm—Zarctgi = ®(w) —-—2arctgi
0 o ®

] o
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Functia sistera corespunzatoare lui hmo(t) are forma:

B W, =S
 (1+5) (@, +5)

H,

Dupa cum rezultd din figura #.12, functia
are doi poli in semiplanul stdng $i un zero in
semiplanul drept. Modulul raspunsului in frec-
ventd este acelasi ca si cel corespunzator func-
tiei sistem H (s) = 1/(1+s) , dar faza ei este mai
mare. Faza ® (o) este minima pentru ©, —> =,

cand @, () = ®(w) . Prin urmare
Fig. 7.12 Funcfie sistem si dome- H,(8)=1/(1+s) neavand nici un zero in semiplanul
niul ei de convergengi DC. drept, corespunde unui sistem ce introduce un

defazaj minim in comparatie cu alte sisteme
(cauzale) ce au aceiasi caracteristici | H(®) | .
Vom cauta sd interpretdm si teorema valorii finale, care pentru sistemul h(t)
(cauzal) se scrie sub forma:

h(=) = limsH (s) = limsH(s) = 1im SNG)
s—>0 s—>0 §—>0 D(S)

Daca sistemul este stabil, h(e0) = 0 s1, prin urmare D(0) = 0 . Sistemele cauzale
s stabile nu pot avea poli in origine. Acest rezultat este in concordan{d cu faptul cd
toti polii lui H(s) sunt in semiplanul sting. In acest caz, teorema valorii finale nu
aduce nici o informatie suplimentara.

~ Contributia polilor unui sistem cauzal la raspunsul la impuls al acestuia

Functia de sistem H (s) (+.59) pentru un sistem cauzal, poate fi descompusd
in fractii simple si pusd sub forma:

N
A :
HS) =Y, "% ; A4 =HOG-s)| (2.63)
k=1 §—-8 Pk

pk

daca toti polii sunt simpli. Forma raspunsului la impuls este atunci:

t

N
h@) = (3 4,67 o) . (7.64)
k=1

Deosebim doud cazuri: 1) Spk € R siii) Spk & R . Cum coeficienfii a; i b in
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ecuatia (#.59) sunt reali, rezultd faptul cd polii complecsi nu pot apdrea decét in
perechi complex conjugate:

l) Spk= Gk :

Ae % este un termen ce descreste numai dacd polul are ;< 0.

Dacid o = 0, deci polul simplu se afld in origine, sistemul nu mai
poate fi stabil decat la limitd. Dupa ce sistemul a fost excitat si
excitatia a dispdrut, sistemul nu revine in starea inifiald, marimea

de iesire raméandnd, totusi, finitd. Dacd insd o > 0 , Akg"k‘
creste in timp gi sistemul, cum era de asteptat, este instabil .

Retinem, in concluzie, faptul cd polii simpli reali dau contributii exponentiale
in expresia raspunsului la impuls.

i) s = O Hjoy :

Atunci existd incd un pol, Som = oy-joy. Perechea celor doi poli
da o contributie de forma: Bkec"‘ sin(w,¢+¢,) in raspunsul la

impuls. Observam imediat caracterul oscilant al termenului,
frecventa de oscilatie fiind data de coeficientul parfil imaginare
@ polului. Referindu-ne acum la coeficientul partii reale a polului
Oy » dacd oy < 0 oscilafia se amortizeaza in timp. Cu cét polul are

oy | mai mare, cu atat viteza de amortizare este mai mare. Polii
apropriafi de axa reald dau raspunsuri oscilante ce descresc mai
lent in timp.

Pentru o, = 0 , desi excitafia a incetat sa mai existe,
sistemul va oscila in continuare intre doud limite, marimea de la
icgirea sa ramdndnd totusi marginita. Sistemul, un oscilator
sinusoidal, este, totusi, stabil la limita.

Daca oy > 0 oscilafiile cresc exponential ca amplitudine si
sistemul este instabil.

Vom analiza acum polii multiplii de ordinul doi. Expresia functiei de sistem
confine in descompunerea ei in fractii simple termeni de forma:

o, A B _, C, Dq+ E_, Fq b
s=8, (s-5,)" s-5, s-s; (575) (-5, )

unde pentru simplitate am notat cu s un pol real, cu s! un pol complex iar cu s
conjugatul sdu complex.

1*

p p

P
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1) Polul real de ordinul 2, Sf) = O, genereaza in raspunsul la impulé termeni de

forma M ¢ + M te”" . Daci o, < 0, contribufia sa in rispunsul la

impuls, avand caracter exponential, tinde spre zero, sistemul fiind stabil. Daci

G, = 0, termenii devin My+M;t . De data aceasta rispunsul la impuls nu
ramane marginit gi sistemul este instabil. Tot instabil este si dacd o, >0 .

i)  Perechea de poli complex conjugati sl; = otjo ; s, = o-jo contribuie la

formarea expresiei raspunsului la impuls prin termeni de forma:

Nye®'sin(wt+@y)+N, tesin(wt+¢,) . Daci o < 0 rispunsul se

atenueaza. Dacd ¢ = 0, polii fiind plasati pe axa imaginari, rispunsul este

oscilant dar de amplitudine crescatoare ca urmare a factorului t. Prin urmare nu

mai este asiguratd nici micar stabilitatea la limiti. Cu atat mai mult sistemul

este instabil dacd ¢ > 0, cresterea amplitudinii de oscilatie fiind exponentiala.

In aceeasi manierd se pot analiza contributiile unor poli de ordin superior.
Concluzia ce se desprinde este cd, pentru un sistem cauzal, stabilitatea strictd este
intotdeauna asiguratd daca polii sunt in semiplanul stang. Daca polii sunt pe axa
imaginard atunci sistemul este stabil la limiti doar daci ei sunt simpli. Pentru o
singurd pereche de poli complex conjugati plasati pe axa imaginard se obfine un
oscilator sinusoidal. Odatd excitat, sistemul genereazi la iesire o oscilatie a cdrei
amplitudine rdméne constanta (rispunsul este marginit la iegire).

Plasarea unui pol al unui sistem cauzal in semiplanul drept, chiar dacd este
simplu da nagtere unui sistem instabil: mirimea sa de lesire tinde sd creascd spre
infinit in mod exponential sau oscilant cu anvelopd exponential.

Se mai observd cd polii plasafi in semiplanul stdng dau o componentd tran-
zitorie ce se amortizeazd. Raspunsul permanent, ce se menine cu aceleasi caracteris-
tici In timp este contributia exclusivd a polilor simpli situati pe axa imaginara.

- Calculul rispunsului unui sistem caracterizat printr-o_ecuatie diferentiala

In loc de a determina raspunsul SLIT rezolvand ecuatia diferentiald ( +57)
pentru un semnal de intrare x(t) dat, se poate proceda, asa cum s-a aritat in §7.6.2
la calculul acestuia prin intermediul transformatei Laplace. Daca sistemul este cauzal,
se aplicd transformarea unilaterald. Ea nu va diferi de transformarea bilaterali decat
in momentul impunerii conditiilor initiale.

Pentru exemplificare vom considera un sistem de tip cauzal, caracterizat de
ecuatia diferentiald:

C A0 | 4 dy0)
dr? dt

+*2y(0 = x() (%.65)

avand conditiile initiale y(0™) = 2 si y'(0") = -2 . La intrarea SLIT se aplicd semnalul
(cauzal) x(t) = 4o(t) .
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Vom aplica cgalitatii (#.65) transformarea Laplace unilaterali. Pentru aceasta

finem seama de teorema de derivare in domeniul timpului (#.37"):

YO <> N© Y0 <> sTE-y0) . (@66)

Pentru derivata a doua mai aplicim odati relafiei (¥.66) teorema de derivare (%.37"):

(Y =y" <—> s[sY,(9-y0")]-y'©") . (%.67)

Cu acestea §i cu 4o(t) <—> 4/s . avem:

5 [sY,(6)-2]+2+3[5Y, () ~2]+2Y,(s) - % . 7.68)

Se determing Y (s) , rezolvand ecuatia (7.68):

2
Y,(s) = 25“+4s5+4 _2_ 2 . 2 ' (7.69)

S(s%+3s5+2) 5§ s+1  s5+2
Odaté ce Y (s) este descompus in fractii simple, se poate determina rispunsul y(t):
Y& =20@-2e " a(®)+2e ¥ a(p) = (2 -2e*+2e Mo . (70)
Se pot verifica conditiile initiale:

limy@) = lim (2-2¢7+2¢%) = 2-2+2 = 2

t—>0" —>0"

‘In ceea ce priveste derivata, pentru t > 0 functia de derivat este 2-2e42e2t Avem,

prin urmare: y'(t) = 2e-4e7%t , >0 si:

lim y'(§) = lim (2¢*-4¢%) =2-4 = -2

t—0* —>0*

Sisteme de ordinul intii

Un sistem de ordinul intdi cauzal caracterizat de ecuatia diferentiald:

' d—fl?)+may(t) =Kox@® o,>0 |, (%71)

are functia sistem:
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Kw
H(s) = H(s) = >~ Re{s} > -0, . (%.72)
: S+,
IJ“” Constelatia de poli si zerouri CPZ, -figura #.13-
A se reduce la un singur pol plasat in semiplanul sting.
/ Sistemul este, prin urmare, stabil si are raspunsul la
Cse impuls de ti ial, polul fiind real

RUSe vy -+ umpuls de tip exponc?nn , polul f1ind real. }
In ceea ce priveste raspunsul in frecventa, el
A poate fi determinat, aga cum s-a ardtat, in mod grafic.
Fig. 7.13 CPZ pentru un sis- Astfs:l, modulul_r\z"ispunsului si faza sa pentru o frec-
tem de ordinul intii, venfd o, definitd de pozifia punctului A pe axa

imaginard, sunt date de:
1
H@)| = — ; ®@) =-¢ . (£.73)
|PA|

Pe masurd cc o creste, |[PA| creste si, prin urmare |H(®) | scade. Se poate
observa ci pentru punctul A', simetricul lui A, |PA’| = (P4 | . Drept urmare,
caracteristica de modul este o functie para.

Pe médsurd ce o creste, ¢ creste, tinzand spre /2 si, deci D(w) scade, tinzand
catre -/2 . Nu e greu de observat ¢3 pentru A', simetricul lui A, unghiul facut de

/
segmentul |PA] cu axa reala este -¢ . Rezultd imediat faptul binecunoscut ci
D(w), caracteristica de fazi, este o functie impara.

Sisteme de ordinul doi

Daca sistemul caracterizat de ecuatia diferentiald:

dzy(t) +2F ® dy()

—

2 B 2
r 1 90 = Ko@) (#.74)

este cauzal, se determind functia de transfer (functia sistem) sub forma:

%
CH,@) = Hi) = — 5% . (£75)

) 2
ST+28 0,5+ w,

H

Polii S, = -Ew, T w,/E*-1 sunt reprezentati in figura %.14 a pentru
& < 1. Cei doi poli complex conjugati confera raspunsului la impuls al sistemului un
caracter oscilant, frecventa de oscilatie fiind ®, y/1-£2 . Din triunghiul dreptunghic
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OP|M se determind, aplicand teorema lui Pitagora, |OP,| = o,
B 0< g < jw - ?, 1 } joo
) w1 - 52
b A A

= P2 % %2 L PT A%
0 _?lcoo
CUQV{T‘I IW?ZT

|

" wo\ﬁ__?z

_ Fig. 7.14 a CPZ pentru un sistem de or- Fig. .14 b CPZ pentru un sistem de or-
dinul doi avind o pereche de poli com- dinul doi avind poli reali.
plex conjugati.

Dacd A este un punct pe axa imaginard ce defineste o frecventd, atunci

[H(w)| =

1 ——
——— 5i ®(®)=-¢;-¢,.Pentru A —> o0 (0 —>) |PA| si
[PA|-|PA| :

-~ | P,A| tind spre o, deci |H(w)| —> 0.

La frecvenfa nuld, A =0, ¢, +¢, = 0 deci ®(0) =0 . Atunci cind @ —>
¢ —> n/2, ¢, —> m/2 deci (o) —> -7 .

Se observa imediat ¢ | H(w) | este o functie pard iar (o) este o functie im-
para.
- Dacd & > 1 cei doi poli sunt plasafi pe axa reald, dupd cum rezulti din figura
F.14 b. Raspunsul la impuls are un caracter neoscilant (monoton).

Dacia ¢ = 1 cei doi poli se confundi, in punctul -0, de pe axa reald. Raspunsul
ramdne tot aperiodic.

_ Sistemul "trece tot"

in exemplul privind functiile de fazd minima am utilizat un sistem avand ras-
punsul in frecventa:

mo
el = W +jw

(Z.76)

Considerand sistemul cauzal, functia de transfer este:
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Hs) = H(s) = zz . #.77)

Constelafia de poli si zerouri este cea din figura ¥.15. Se observd imediat ci

modulul raspunsului in frecventd este |H(w)| = l@ =1 . O sinusoidi, de orice
frecventd, aplicatd unui astfel de sistem, trece fird ca amplitudinea ei sa fie afectati.

Acesta este $i motivul pentru care asemenea sisteme sunt denumite de tip "trece tot".

i qj(CU)
IPAL=IZ Al Fjeo 1
@+ =T - P
2 I
| ||
P g (}D T 2 | Wo cw
‘EGD 0 Uov)o a7 -7 '_—Hé'
| el

Fig. ¥.15 CPZ pentru un sistem "trece  Fig. 7.16 Caracteristica de fazi D(w) a
tot". ' unui sistem "trece tot''.

In ceea ce priveste faza raspunsului in frecventi, ea este:

Q@) =y-¢ =n-2¢

Atunci cdnd ® = 0 . deci A =0, ¢ = 0 si defazajul introdus de circuit este 7. Pentru
OA = o, , triunghiul AOP este isoscel, deci ¢ = n/4 . Rezultd ci D(w,)=n-2n/4=mn/2.

In figura #.16 este prezentatd caracteristica ®() pentru un sistem "trece tot".
Daca aplicam o sinusoidd unui astfel de sistem, ea nu isi modifici amplitudinea ci
numai faza, conform caracteristicii ®(w).

Functia sistem echivalenti unor sisteme conectate in serie si_paralel

Consideram doud sisteme conectate in serie ca in figura #.17 a. Daci operatiile
au sens, h,(¢) = 2,(®)*h,(f) . Aplicind transformarea Laplace bilaterald (sau
unilaterald, dupd caz) si tindnd cont de teorema convolutiei, rezulta:

¢ H/(s) = Hi(s)Hys) . +.78)

Sistemul echivalent are drept functie de sistem produsul functiilor de sistem
ale sistemelor conectate in serie.
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X(o 1z L Yo
o2l fH(s) I—ZE{)—— H, () _yEz]‘

X(5) i Y ()
L H a{)=H(AH 5 (A)
CTOBN AT e
| oKL LU () = q(8) + Ho ()| Y4
X0 e 1( 2 wey

Fig. 7.17a Doua sisteme conectate in  Fig. +.17b Doui sisteme conectate in pa-
serie si sistemul echivalent. ralel si sistemul echivalent.

Pentru cazul sistemelor conectate in paralel - figura %17 b - este usor de dedus
relatia:

H(s) = H(s)+Hys) . (*79)

Sistemul echivalent are drept funcfie de transfer suma functiilor de transfer ale
sistemelor conectate in paralel.
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Tabelul .1 Proprietifile transformarii Laplace

Semnalul | Transformarea bilateral Trandinates
'» Transformata Domeniul de convergenta
() | X(s) DC* X,(5)
Y ¥(s) DCY Y,(5)
ax(t) +by(t) i aX(s) +bY(s) DCH\DC? cel putin aX (s) +bY (s)
|
x(t- to) s L, € R t e _S:"X(Sj DC* -
x(t-t),4,>0 e "X(s) DC* e "X (5)
e*'x(1) | X(s-s,) DC *deplasat X, (5-5,)
|
1
* M) (Fas x e
x(at),a€R a (2) DC* scalat
1 oy 1S
—Xi= x =X(=
x(at),a>0 - ( g ) DC?* scalat p ( a)
x(t) * () | X(s)Y(s) DC*N\DC? cel putin X ()Y (s)
Lx0 | SXG) DC* cel putin SX,() ~x(0")
d d
- L x ==
(1) dSX(S) DC e )
ar 7
(-"x(1) -X(s) DC* s -X,(5)
1 1
X050 o fXOY6Ws | TeDCADCY celpuin | 3y §XOY-ds
r r
y 1
f x(t)dt ;X(S) DC*N{Re{s}>0} cel putin e
' X, () +xCD(0)
1 —————————————————
—X DC*({Re{s}>0} cel puti s
f x(t)dr p ) {Re{s}>0} cel putin «\(s)-valoarea inifis-

0

14 a integralei

x(0) =x(0)a(r)

x(0") = lims X(s)

F—>m

x(0") = lim s X, (s)

F—>m

x(®) =x(t)o(?)

X() = lim 5 X(s)

s—>0

() = lim 5 X, (5)

5—>0
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Tabelul %2 Perechi semnal-transformata Laplace

Pentru semnalele cauzale X(s) = X (s) iar pentru cele necauzale existd numai X(s).

Semnalul Transformata Domeniul de convergenfa
3(2) 1 (constanta) Vs
a(®) % Re{s} > 0
* 1 Re{s} <0
-5 (-1 s )
tﬂ"l 1
) — R >0
TR s els)
* t-l'l-l _l
_ o(-1) o Re{s} <0
(n-1)!
e “a(t) ! Re{s} > -a
s+a
» - Re{s} < -a
=g g (—1) s+a
i e %a(d) - Rels) >
s} > -a
(n-1)! (s +a)’ { }
R (9) : Re{s} < -a
@-n° (s+a)’
d(-t) ; t,>0 e ™% Vs
s
(cosw B)a(f) > Re{s} >0
st+w),
. mo
(sinw f)a(?) T Re{s} > 0
54+ W,
( -& { ._.ﬁa—.
e “cosw Ha(f) (s+a)2+cof, Re{s} > -a
! o
e “sine ot —_—
( LHa®) (s+a)2+cof, Re{s} > -a
Jy(ar)a(®) 1 :
Wana = Re{s} > -|a|
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