Esantionarea semnalelor

http://shannon.etc.upt.ro/teaching/ps/Cap9 1.pdf
http://shannon.etc.upt.ro/teaching/ps/Cap9 2.pdf

 Discretizarea variatiei in timp a semnalului,
numita esantionare. o)

« Semnale de banda limitata. n° n

« Problema reconstruirii semnalulelor analogice
din semnalul esantionat.

« Teorema esantionarii; esantionarea ideala

Trecerea din timp continuu in timp discret se face prin esantionare ideala.
Esantionarea naturala se poate realiza cu ajutorul unui comutator comandat cu
impulsuri de esantionare. Cand impulsul de comanda are valoare mare comutatorul
este inchis si semnalul de iesire (numit semnal esantionat) este egal cu semnalul de
intrare (iesirea urmareste intrarea). Cand impulsul de comanda are valoarea O,
comutatorul este in cealalta stare, iesirea este conectata la masa si valoarea iesirii
este 0. Esantionarea ideala este descrisa prin teorema esantionarii.




Teorema esantionarili

Un esantion al lui x(t) este obtinut
prin produsul semnalului analogic
X(t) cu un impuls foarte scurt
dreptunghiular u,(t) de arie 1:

x(t)uy (1) =x(0)u, (t)

Un alt esantion poate fi obtinut daca se plaseaza impulsul
la momentul de timp KT..

x(t)u, (t—KTg) = x(KTg )u, (t—KTg)

Din punct de vedere matematic, impulsul din cazul esantionarii naturale este descris
ca in ecuatia de sus. Esantionarea naturala este descrisa matematic prin inmultirea
acestui impuls cu semnalul de esantionat x(t), asa dupa cum se aratd in figurd. in
cazul in care A are o valoare suficient de mica, rezultatul inmultirii se poate aproxima
cu x(0) pe intervalul (-A/2,4/2). Impulsurile de comanda se repeta cu perioada T..
Esantionul centrat pe kT, poate fi exprimat ca si produsul dintre x(kT,) si cel de al k-lea
impuls de comanda. De aceea rezultatul esantionarii naturale se poate aproxima prin
suma produselor dintre x(kT;) si impulsul intarziat cu kT,.




Procedura de esantionare: esantionam semnalul cu un
tren de impulsuri foarte scurte

00

X(t) 3 uy (t=KTo)= 3 x(KTy)u, (t-KT,)

=—00 =—00

Pentru valori mici ale lui A:

Ali_n)?) u, (t)=5(t) Distributia Dirac
lim k;qu (t-KTs)= k;w6(t — KT (KT ) = 3y, (1)

Distributia Dirac periodica

Esantionarea ideala a semnalului x(t) :

Dar limita cand A tinde la zero din impuls este egala cu impulsul unitar §(t). Daca se
esantioneazd folosind impulsul unitar se obtine esantionarea ideald. In consecint
esantionarea ideald a semnalului x(t) se obtine Tnmultind acest semnal cu distributia
Dirac periodica de perioada Ts.




Esantionarea ideala

Modelul matematic

o0

x(t)=x(t)8r (t)= D x(kT5)d(t—KT;)

k=—0

Modelul esantionarii ideale

x(t) R(t)

Brs(®)

Modelul matematic al esantionarii ideale este prezentat in ecuatia de sus iar sistemul
de esantionare ideala are schema din figura.




Spectrul semnalului esantionat
Ideal

Semnalul esantionat ideal:

[e¢]

X(t)=x(t)3r, (t)= 2, x(KTs)3(t-KT;)

k=—o0

Spectrul semnalului esantionat ideal:

X ()= F {x(t)3r_(t)}

spectrul semnalului esantionat ideal este dat de transformarea Fourier




Aplicand teorema produsului :

K(o)= 7 {x(05, (0} = X (037 2 a[w_k?J

Ts K= S

g E X )eg Exons)

Spectrul semnalului esantionat apare prin insumarea unor
lobi spectrali indexati dupa k

n continuare calculdm spectrul semnalului esantionat ideal. Acesta se determina
calculand transformata Fourier a produsului dintre semnalul de esantionat x(t) si
distributia Dirac periodica de perioada Te. Dar in conformitate cu tabelul de
proprietati ale transformarii Fourier, transformata Fourier a unui produs este egala cu
convolutia transformatelor Fourier ale celor doi factori inmultitd cu 1/2mn. Spectrul
semnalului de esantionat este X(w) iar spectrul distributiei Dirac periodice de
perioada Ts este In conformitate cu tabelul de perechi semnal transformata Fourier
egal cu produsul dintre pulsatia de esantionare we si distributia Dirac periodica de
perioada ws. Tindnd seama de liniaritatea operatiei de convolutie si de proprietatea
de convolutie cu distributia Dirac deplasata se obtine rezultatul din ultima egalitate.
Cu alte cuvinte spectrul semnalului esantionat ideal se obtine ca si prelungirea prin
periodicitate cu perioada ws a spectrului semnalului de esantionat. Cuvantul cheie
din ultima afirmatie este prelungire prin periodicitate.




x(t) R(t) .
X (oa):i z X (w—kﬁj
& Ts k=—00 Ts
oTs(t)

Spectrul semnalului esantionat ideal este repetitia
periodica a spectrului semnalului original. Perioada este
invers proportionala cu pasul de esantionare T..




Din spectrul semnalului esantionat ideal nu se mai poate recupera spectrul semnalului
original, deoarece apare o “amestecare” spectrala (aliere).

Semnalul original trebuie sa fie de banda limitata pentru ca aceste erori sa nu apara.
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n figura sunt reprezentate de sus in jos,

spectrul semnalului de esantionat,

spectrul distributiei Dirac periodice de perioada Ts si
rezultatul convolutiei lor, spectrul semnalului esantionat ideal.

Se observa ca spectre succesive ale semnalului de esantionat se suprapun partial in
cadrul spectrului semnalului esantionat. Aceasta suprapunere partiala conduce la asa
numita eroare de aliere.




Teorema esantionarii semnalelor
de banda limitata

X@) X(t)-de banda limitata
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Daca semnalul de esantionat este de banda limitata, spectrul sau fiind identic nul la
frecvente superioare in modul lui wM si daca se foloseste o frecventa de esantionare
mai mare decat 2wM, atunci suprapunerea spectrelor consecutive in cadrul
spectrului semnalului esantionat nu mai are loc, asa dupa cum se vede in figura. Si in
aceasta figura sunt reprezentate spectrul semnalului de esantionat (a) dar de aceasta
data avem de-a face cu un semnal de banda limitata wM, spectrul distributiei
distributiei Dirac de perioada Ts (b) dar de aceasta data se foloseste un pas de
esantionare Ts care corespunde la o frecventa de esantionare ws>2wM.

in figura c) se prezinta spectrul semnalului esantionat si se constata c3 in acest caz nu
mai apar suprapunerile care conduceau la eroarea de aliere. Daca nu apare eroarea
de aliere atunci spectrul semnalului de esantionat poate fi reconstruit din spectrul
semnalului esantionat ideal folosind un filtru trece jos ideal, avand raspunsul in
frecventa reprezentat cu albastru in graficul d). Se observa ca raspunsul in frecventa al
filtrului de reconstructie este o poarta frecventiala care se deschide la —wc si se
inchide la wc, Tnmultita cu Ts. wc se numeste frecventa de taiere a filtrului trece-jos.
Aceasta trebuie aleasa mai mare decat wM. Spectrul semnalului reconstruit este

reprezentat in ultimul grafic e).




* Lobii spectrali successivi nu se suprapun
si spectrul semnalului original poate fi
recuperat prin FTJ din spectrul semnalului
esantionat daca

05 = 20
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FTJ ideal

sinm t
H(w) H ((,O) =p, ((0) PN h(t) = c
1 (3 7_c-t
m=21f,
P Pascband | stopbnd - Utilizam un filtru trece jos cu frecventa de

taiere w, si amplificarea in banda T,

Eroarea de aliere poate fi evitata.
0 > ZOJM Frecventa de esantionare
Oy < (O < W5 — O Frecventa de taiere pentru FTJ

Conditia de reconstructie perfecta: |Hr (O)| =T,
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Raspunsul in frecventa al filtrului de reconstructie este:

Ts,  |o[<o

‘Hr(m)‘:Tspwc(‘”):{o ®y S0 < 5 — 0y,

|| > o
Semnalul reconstruit este :
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X (t)=x(t), aew. 12

Raspunsul in frecventa al filtrului de reconstructie este exprimat in prima ecuatie.
Expresia semnalului reconstruit este data de convolutia dintre semnalul esantionat
ideal si raspunsul la impuls al filtrului de reconstructie (care se obtine calculand
transformata Fourier inversa a raspunsului in frecventa), asa cum se vede in cea de a
doua ecuatie. In consecintd spectrul semnalului reconstruit se obtine inmultind
spectrul semnalului esantionat ideal cu raspunsul in frecventa al filtrului de
reconstructie (a treia ecuatie). Asa cum se vede in figura, rezultatul acestei inmultiri
este tocmai spectrul semnalului de esantionat.

Revenind in domeniul timp rezulta ca semnalul reconstruit este egal cu semnalul de
esantionat aproape peste tot (a.p.t).

12




Daca nu se respecta conditia de esantionare s >2w, , apar erorile de

aliere.
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Tn cazul in care se esantioneazi cu o frecventd de esantionare mai mica decat w,,
alierea apare din nou si spectrul semnalului de esantionat nu mai poate fi reconstrui
din spectrul semnalului esantionat ideal prin filtrare trece-jos ideala. Eroarea de aliere
este data de diferenta dintre spectrul semnalului de esantionat si spectrul semnalului
reconstruit prin filtrarea trece jos ideala a semnalului esantionat ideal.
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Reconstructie
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Calculam semnalul reconstruit prin filtrarea trece jos ideald a semnalului esantionat
ideal. Raspunsul la impuls al filtrului de reconstructie se determina din tabelul de
perechi semnal transformata Fourier. Semnalul reconstruit este dat de convolutia
dintre semnalul esantionat ideal si raspunsul la impuls al filtrului de reconstructie.
Tinand seama de liniaritatea operatiei de convolutie si de proprietatile convolutiei cu
distributia Dirac si cu distributia Dirac intarziata se obtine suma de esantioane
ponderate din ultima ecuatie. Am aratat deja ca daca semnalul de esantionat este de
banda limitata la w,, si ca daca folosim o frecventa de esantionare mai mare decat
2w,, atunci semnalul de esantionat poate fi reconstruit perfect din semnalul
esantionat ideal. Tn consecintd valoarea minim3 a frecventei de esantionare care
asigura reconstructia perfecta este 2 w,, si se numeste frecventa de esantionare
Nyquist.

14




Frecventa de esantionare minima este o, = 2w,, Si poarta
denumirea de frecventa de esantionare Nyquist. In cazul
esantionarii la frecventa Nyquist formula de reconstructie

devine:

sinw,, (t—KT,)

0 (1)= 30 x(kT) =

n cazul esantionarii la frecventa Nyquist si al alegerii unei frecvente de tdiere a
filtrului de reconstructie de valoare w,, expresia semnalului reconstruit se simplifica

devenind cea din ultima ecuatie.
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Teorema WKS (Whittaker,
Kotelnikov, Shannon)

Daca semnalul x(t) este de banda limitata la o, ,in sensul ca X (©)=0
pentru |oo| > ®,, ,atunci x(t) este unic determinat de multimea esantioanelor
sale {x(nTs )ne Z} , daca o, > 2m,,, adica frecventa de esantionare este cel
putin dublul frecventei maxime. In conditiile de mai sus semnalul initial x(t)
se poate reconstitui din esantioanele sale, a.p.t prin relatia:

°° 20, sino, (t—KT,)

x(t):k;Ox(kTs) o o (LK)

S

cu conditia ca o, sa fie astfel ales incat sa satisfaca relatia : o, <o, <o, —o,,.

Frecventa Nyquist: o, =2m,,

Acesta este enuntul teoremei de esantionare a semnalelor analogice. Teorema a fost
deja demonstrata in slide-urile anterioare.
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“Information is
the resolution of

uncertainty.”
ratherof momaton heory | QIEEE
Edmund Taylor Whittaker Vladimir Kotelnikov Claude Shannon
Wikipedia, IEEE

Acestia sunt cercetatorii care au contribuit la enuntarea acestei teoreme.

Claude Shannon este parintele teoriei informatiei care sta la baza telecomunicatiilor

moderne. Din acest motiv site-ul departamentului nostru de Comunicatii ii poarta
numele.
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Reconstructia prin filtrare trece-
jos ideala

4T, 3%

Semnalul se poate reconstrui din curbe de tipul sin x / x.

* Intr-un punct de esantionare, kTs, suma se reduce la x(kTs).

* Intre punctele de esantionare, reconstructia se obtine prin

aportul tuturor termenilor sumei
18

» Operatia de reconstructie se mai numeste si interpolare.

Tn enuntul teoremei esantiondrii apare formula de reconstructie prin filtrare trece-jos
ideal3 din prima ecuatie. In figurd este prezentata reconstructia semnalului de
esantionat care corespunde la 6 termeni consecutivi ai formulei de reconstructie
corespunzatori valorilor 0, 1, ..., 5 ale lui k. Tn figurd sunt reprezentate cu culori
diferite esantioanele x(0), x(Ts)... precum si termenii corespunzatori din suma de
reconstructie.

La momentul de timp 0 valoarea sumei la momentul 0 este egala cu x(0), restul avand
treceri prin zero; la momentul de timp Ts, valoarea sumei este egala cu x(Ts) si asa
mai departe.

18




><(2T5)—~ '—x(3Ts)

* In punctele de esantionare, un singur esantion
defineste semnalul

x(nTs):kiwx(kT )mz,\,ls—(n(nk)k)
Op =%:> x(nTs)zkiox(kT )Sm? = i X(KTs B e =x(nTe)

_ |1, pentru n=k
nk 10, pentru n=k

« Esantionare cu frecventa Nyquist

* Intre punctele de esantionare, reconstructia se
obtine prin aportul tuturor termenilor sumei

Considerand cazul esantionarii la frecventa Nyquist, frecventa de taiere va fi egala cu
frecventa maxima din spectrul semnalului de esantionat si formula de reconstructie
se va simplifica.

Tnlocuim Tn aceasts forma simplificatd t cu nTs;

Sinusul cardinal care reprezinta cel de al doilea factor al produsului din termenul
generic al sumei este egal cu simbolul lui Kronecker care ia valoarea 1 pentru n=k si
valoarea 0 in rest. In consecintd suma are un singur termen nenul, cel corespunzitor
lui k=n. Deci relatia de reconstructie din prima ecuatie se verifica.




Reconstructie prin interpolare liniara

» Este posibila si o reconstructie aproximativa a semnalului,
prin unirea punctelor determinate de valorile esantioanelor cu
linii drepte . Semnalul reconstruit x,(t) este doar aproximativ
egal cu x(t)

» Raspunsul la impuls al filtrului de reconstructie: triunghiular.

x(t)—, XrI(t)

2Tz -ls O s 2l 31z 4lst
a)

Interpolarea este un procedeu de completare a valorilor care lipsesc dintr-un semnal.
Pornind de la semnalul esantionat ideal ale carui esantioane au intensitati egale cu
valorile semnalului de esantionat la momente multipli ai pasului de esantionare Ts,
este necesar sa completam valorile lipsa de la momente numere reale cuprinse intre
multiplii intregi de Ts. Interpolarea presupune sa unim valorile esantioanelor cu
segemente de curba. Daca aceste curbe sunt drepte vorbim despre interpolare liniara
sau de ordinul I.

Un exemplu de interpolare liniara este prezentat in figura din stanga. Rezultatul
interpolarii liniare este reprezentat cu gri iar semnalul de esantionat este reprezentat
cu rosu. Operatia de interpolare liniara revine la convolutia dintre semnalul
esantionat ideal si raspunsul la impuls al filtrului de reconstructie din dreapta.
Rezultatul convolutiei esantioanelor cu raspunsul la impuls al filtrului de reconstructie
este reprezentat prin semnale triunghiulare (stanga) centrate pe 0, Ts, 2Ts, ...

Prin adunarea acestor semnale se obtine semnalul interpolat.

20
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Raspunsul in frecventa al filtrului de reconstructie

21

Raspunsul in frecventa al filtrului de reconstructie are expresia din ecuatie.

n figura se compara raspunsurile in frecventa ale filtrului trece jos ideal (reprezentat
cu rosu) si ale filtrului de reconstructie din cazul interpolatorului de ordinul |
(reprezentat cu albastru). Diferenta dintre aceste raspunsuri in frecventa justifica

erorile de reconstructie observate.

21




Reconstructia prin extrapolare de ordinul zero

» Este posibila reconstruirea prin extrapolare de ordin zero:
valoarea esantionului curent se mentione pana la aparitia
noului esantion.
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Hr(o)=e 2T —zm=e " — 22
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Operatia de extrapolare este o operatie de predictie. In cazul extrapoldrii de ordinul
zero prezicem ca valorile din intervalul (kTs, (k+1)Ts) vor fi egale cu x(kTs).
Reconstructia semnalului de esantionat din esantioanele sale obtinute in urma
esantionarii sale ideale se face calculand convolutia dintre semnalul esantionat ideal
si raspunsul la impuls al filtrului de reconstructie.

Un exemplu de reconstructie prin extrapolare de ordinul O este prezentat in stanga.
Cu rosu este reprezentat semnalul de esantionat iar cu gri rezultatul reconstructiei
prin extrapolare de ordinul zero. Se constata ca pe intervalul (0,Ts) rezultatul
reconstructiei are valoare x(0), ca pe intervalul (Ts,2Ts) rezultatul reconstructiei are
valoarea x(Ts) s.a.m.d.

Expresia raspunsului la impuls al extrapolatorului de ordinul O este prezentat in
ecuatia de sus. Raspunsul sau in frecventa este prezentat in ultima ecuatie.

22




 Diferenta dintre filtre (cel de reconstructie si ideal)
este semnificativa = erori de reconstructie mari
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Modulul raspunsului in frecventa al filtrului de

23

Modulul sdu este comparat cu modulul raspunsului in frecventa al filtrului trece-jos
ideal in figura de jos. Modulul raspunsului in frecventa al filtrului trece jos ideal este
reprezentat cu rosu iar modulul raspunsului in frecventa al filtrului de reconstructie

corespunzator extrapolatorului de ordinul zero este reprezentat cu albastru.

Extrapolarea de ordinul | presupune aproximarea variatiei semnalului de esantionat in

intervalul (kTs,(k+1)Ts) cu o dreapta care ia la momentul kTs valoarea x(kTs).
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Spectrul semnalului reconstruit:

1 X (@)

a)
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Se prezinta:
Spectrul semnalului de esantionat
Spectrul semnalului reconstruit prin extrapolare de ordinul zero

Spectrul semnalului reconstruit (dupa filtrare FTJ ideala)
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Lobii spectrali sunt puternic deformati. Chiar daca dupa
reconstructia de ordin zero am aplica un filtru suplimentar, trece
jos ideal, tot nu s-ar putea recupera semnalul initial

Evident pentru ®>>2 oy, erorile din lobul central pot fi mult
diminuate.

xr(t) Hyp() X

x(t) R(t) | d—ht) 1|_ H(t)
X(w) ? () QS—TZ K@) | =g 0_(!)?(0 Xi{e)
Brs(t)
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Esantionarea ideala a semnalelor
periodice

» Consideram semnale periodice de banda limitata la a
N-a armonica. Cea mai mare frecventa din spectrul lor

este ~ E

Oy = N(oo; 0y = To
+ Se esantioneaza semnalul cu o frecventa
0g = M(DO, M eN
» Prin esantionare lobii spectrali se repeta.
» Pentru ca sa nu apara suprapunerea lobilor spectrali :
N, <ms—Naoy =0, (M —-N)
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Se face o lucrare de laborator cu studiul esantiondrii semnalelor periodice. In cazul
acestora spectrul semnalului de esantionat nu mai este o functie continua in
frecventa, obtinuta prin calculul transformatei Fourier, ci o functie discreta in
frecventa obtinuta prin dezvoltarea in serie Fourier a semnalului de esantionat.
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Spectrul de amplitudini al unui semnal periodic de esantionat este dat in figura a). Si
in cazul semnalelor periodice este necesar ca semnalul de esantionat sa fie de banda
limitata, pentru a putea fi facuta reconstructia perfecta in urma esantionarii ideale cu
ajutorul unuifiltru trece jos ideal.

n cazul semnalelor periodice de frecventd fundamental w,, de banda limitatad,
frecventa maxima din spectru este w,,=Nw,. In exemplu, N=3.

Se esantioneaza ideal cu o frecventd w.=Muw,; spectrul semnalului esantionat ideal se
obtine prin prelungirea prin periodicitate cu perioada w, a spectrului semnalului de
esantionat, graficul b). Pentru esantionare s-a folosit o frecventa care corespunde la
M=7, iar spectre succesive ale semnalului de esantionat (lobi centrali) nu se
suprapun.

Daca s-a ales corect frecventa de esantionare atunci semnalul de esantionat poate fi
reconstruit perfect in urma esantionarii sale ideale folosind un filtru trece jos ideal cu
raspunsul in frecventa din figura c). Asa dupa cum se constata din figura d), in urma
filtrarii trece jos ideale se obtine un semnal cu spectrul de amplitudini identic cu
spectrul de amplitudini al semnalului de esantionat (din figura a)).
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Conditia de nesuprapunere este exprimata matematic in prima inegalitate.

Deoarece atat wy(M-N) cat si Nw, sunt multipli de w, rezulta ca si diferenta lor
trebuie sa fie multiplu de w,,. n consecintd se obtine ecuatia in care apare R numar
natural. Din aceasta ecuatie rezultd ca M trebuie sa fie de forma 2N+R.

Cea mai mica valoare a lui M este 2N+1. Deci in cazul esantionarii ideale a semnalelor
periodice de banda limitata w,,, cea mai mica valoare a frecventei de esantionare
care permite reconstructia perfectd a semnalului de esantionat prin filtrare trece jos
ideala (frecventa Nyquist) este 2w,,+ w, (mai mare decat frecventa Nyquist din cazul
esantiondrii ideale a semnalelor neperiodice, 2w,,). in cazul in care pentru
esantionarea ideala a semnalelor periodice se foloseste o frecventa de esantionare
de 2wM sau mai mica apare eroarea de aliere. Pentru ca sa nu apara eroarea de
aliere e necesar sa se foloseasca o frecventa de esantionare de forma celei din ultima
ecuatie.

Tn exemplul considerat, N =3 si s-a ales R = 1. S-a obtinut M = 7.
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Reconstructie prin filtrare trece jos ideala

Ts, |o/<oc.

He (0) =TsPyy, (0) = {0,

Nog <oe <os—Naog

|oo| > g’

Pentru a evita aparitia erorilor de aliere este necesar ca:

o5 —Nog > Nog

og > 2Noy =20,

spre deosebire de semnalele aperiodice unde ®s = 2wy,

Pe perioada celei mai rapide componente spectrale, trebuie sa
prelevam mai mult de doua esantioane din spectru.

Daca esantionarea mentine periodicitatea atunci pe perioada celei
mai rapide componente din spectru trebuie sa prelevam 3 esantioane
(cel putin). 2

Expresia raspunsului in frecventa al filtrului de reconstructie este prezentata in prima
ecuatie. Frecventa sa de tdiere, wc, trebuie aleasa ca in cea de a doua inecuatie.
Frecventa de esantionare trebuie aleasa de forma (2N+R)w0. Cea mai rapida
componenta spectrald din spectrul semnalului de esantionat are perioada 2nt/NwO.
Pasul de esantionare minim este de Ts=2m/ws=21/[(2N+1)w0]. Numarul de
esantioane prelevat pe perioada celei mai rapide componente spectrale este deci
egal cu (2r/Nw0)/{2rt/[(2N+1)w0]}=2N+1/N. Pentru N=1 acest numar este 3. Pentru
N=2 partea intreaga a acestui numar este tot 3, etc. Deci pentru o reconstructie
perfecta prin filtrare trece jos in urma unei esantionari ideale este necesar sa
prelevam mai mult de doua esantioane pe perioada celei mai rapide componente
spectrale. Tn cazul lucrarii de laborator se esantioneazd un semnal armonic (N=1). Pot
fi prelevate, 2, 4, 8 sau 16 esantioane pe perioada semnalului armonic. Prin analiza
spectrala se constata ca in cazul in care se preleveaza 2 esantioane pe perioada apare
eroare de aliere.
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T, - perioada fundamentalei

Esantionarea se face cu o,=(2N+R)o, atunci:

2r_(aN+R)ZE
T Ty
T,
T,=—9%—; R=12,...
2N +R

Doar 2N+R esantioane pot fi distincte ca
urmare a periodicitatii semnalului supus

x(t)4 x(0)=x(12Ts) tionarii. Toate bot fi brelevate int
> 3.4 x(To)=x(13T) esantionarii. Toate pot fi prelevate intr-o
. . B singura perioada a fundamentalei T,.
0 6 i
T52T5 + t
Tq
7 0
8
2N+R=12 9
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Pentru esantionarea ideala a unui semnal periodic de banda limitata pasul de
esantionare Ts trebuie ales ca o fractiune din perioada semnalului de esantionat TO,
Ts=TO/(2N+R). Deci se obtin 2N+R esantioane distincte intr-o perioadd. intrucat si
semnalul esantionat ideal este periodic de perioada TO, in fiecare perioada se vor
obtine aceleasi valori de esantioane. Deci in urma esantionarii ideale a unui semnal
periodic se obtin 2N+R valori de esantioane distincte. Aceasta proprietate este
exemplificata si in figura. Este vorba despre un semnal sinusoidal (deci N=1). S-a ales
R de valoare 10. S-au obtinut 2N+R=12 valori distincte de esantioane. Acestea au fost
prelevate dintr-o singura perioada a semnalullui de esantionat. Semnalul de
esantionat este reprezentat cu albastru iar semnalul esantionat ideal cu rosu. Primul
esantion din perioada urmatoare va avea valoarea x(13Ts). Dar aceasta valoare este

egala cu x(Ts), etc.
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Principiul osciloscopului

Acelasi rezultat se poate obtine prelevand esantioanele
succesive din perioade diferite.

X(KTy) = x(To +KT ) = (KT, +kTg))

, 1
TS = KTO + kTS - KTO +MTO
xsw(t) x(2Ts) (3Ts)

x(0) x(Ts)
2
—x(t) 1 l

X 7
\/T5 T\/ 2T \/ 3T \-t

=T+ olg

Aceasta posibilitate este valorificata in constructia osciloscoapelor cu esantionare. 31
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http://www.jhu.edu/~signals/sampling ~ ®s > 2N®g

Select a signal, or draw one with the mouse: ~ Pulse ﬂﬂ Clear N(DO < (’OC < (DS - NO)O

Enter a sampling frequeney, ws:  [100 radiansfsec. Sample

Wﬂ m wg =100rad /s
cvemtiy T o

W -we

Enter an ideal low-nass cutoff fequency, we: [0 radians fsec.  Fiter |

/\/w\/» m oc =50rad /s

Enter a new sampling frequeney, ws:  |120 radiansfsec. Samme

el i o w ws =120rad /s

W B

Enter a new deal lownass outoffrequency we: |50 radians/sec.  (Fifer |
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Relatii energetice

Pentru semnale aperiodice esantionate, este valabila relatia de tip

Rayleigh "
2 & 2
W= [ |x(t) dt=TskZ X (KT)|

Pentru semnale periodice esantionate, relatia de tip Parseval

|2

P:ij |x(t)|2dt:iMZ_:l|x(kT) - M=2N+R; R=12,..
T, o M& ' -

Energia sau puterea pot fi calculate fie din forma de variatie
in timp, fie in frecventa.
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Esantionarea cu memorare (retinere)
X(6)=[ x(1)3y, (1) |*h(t) = %(t) *h (1)

At 7ij23in®TAt _joAt sinCOTAt
h(t)= - 2 ¢ = 2 At—5—
(t) pAZt(t 2}—)9 " e t—=

2

1 h(t)ﬂ&)
0 At E

a) Semnal esantionat. b) Model matematic al sistemului de modulare a impulsurilor
in amplitudine (PAM)

Valoarea esantionului prelevat se pastreaza pentru un interval de timp At<Ts

n figurd este prezentat un exemplu de semnal x(t) (curba rosie) esantionat cu
retinere/memorare (reprezentat cu negru).

n cazul esantionarii cu retinere, la momentele de timp multipli de Ts, kTs, se obtin
valorile x(kTs), la fel ca in cazul esantionarii ideale, dar aceste valori sunt memorate
(retinute) un interval de timp de durata At. Forma de unda a semnalului esantionat cu
retinere este asemanatoare cu forma de unda a unui semnal modulat in amplitudine
cu purtator tren de impulsuri dreptunghiulare. Acest tip de modulatie se numeste
modulatia impulsurilor in amplitudine (Pulse Amplitude Modulation — PAM).
Semnalul esantionat cu retinere (notat cu x~ ) se obtine prin convolutia semnalului
esantionat ideal cu impulsul de amplitudine unitara care se declanseaza la momentul
t egal cu O si are durata At (notat cu h(t)), figura b).

Expresia sa analitica este prezentata in prima ecuatie. Expresia analitica a raspunsului
la impuls h(t) se obtine prin intarzierea portii temporale cu At/2. Expresia raspunsului
in frecventa se obtine aplicand proprietatea de intarziere in timp a transformatei
Fourier a portii temporale si este produsul dintre o exponentialda complexa si un sinus
cardinal.
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Spectrul semnalului esantionat cu
memorare

K(0)=[x(t)ox, (1)]#h(1)= () *h(®)

Spectrul semnalului esantionat cu memorare se poate scrie:

. oAt . oAt
~ 1 & 7jmTAtA SIHTX ) 0 *ijAtAtsmix )
X(m)—ik;we t— (o- ms)—k;we . oat (0—kay)
2 2
At S|nLAt
% & At
X(w)e 2 = YT (;)A% X (0—kog)
2
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Spectrul semnalului esantionat cu memorare (retinere) se obtine inmultind spectrul
semnalului esantionat ideal cu raspunsul in frecventa al filtrului cu raspunsul la impuls
calculat anterior.

Tnmultind n ambii membri ai primei ecuatii cu exponentiala complex3 se obtine
rezultatul din cea de a doua ecuatie. In membrul drept al ultimei ecuatii avem o sum3
infinita de termeni care reprezinta produse dintre un sinus cardinal ponderat si
variante translatate in frecventa ale spectrului semnalului de esantionat.
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Lobii spectrului semnalului esantionat cu memorare sunt deformati,
nu se poate reconstrui semnalul initial prin FTJ ideala. Pentru ca
lobul central sa fie putin afectat este necesar ca:

= Scurtarea duratei impulsurilor, At

271: >>
At M

Reconstructia prin extrapolare de ordin zero este un caz particular PAM, cu
At=Ts

n prima figurd este prezentat spectrul unui semnal de band3 limitatd de esantionat.
n figura 2 este prezentat spectrul semnalului esantionat ideal. Spectrul s-a obtinut
prin prelungirea prin periodicitate cu perioada ws a spectrului semnalului din prima
figura.

n figura 3 este prezentat spectrul semnalului esantionat cu retinere. La fel ca spectrul
semnalului esantionat ideal si acesta este de banda nelimitata. Termenii sumei din
membrul drept al spectrului semnalului esantionat cu retinere se obtin inmultind
spectrul semnalului esantionat ideal cu sinusul cardinal ponderat, reprezentat cu gri
in figura 3.

Se observa ca si in cazul spectrului semnalului esantionat cu retinere avem spectre de
banda limitata centrate pe multiplii de ws, dar ca in acest caz aceste spectre au
amplitudini diferite si ca apar chiar si treceri prin 0 acolo unde se anuleaza sinusul
cardinal. Datorita faptului ca aceste replici spectrale (lobi) sunt separate in frecventa
(daca se respecta conditiile teoremei WKS (semnalul de esantionat sa fie de banda
limitata wM si frecventa de esantionare sa fie mai mare decat 2wM) ) poate fi utilizat
pentru reconstructie un filtru trece jos ideal si in cazul esantionarii cu retinere,
separandu-se lobul central. Pentru a limita erorile care afecteaza lobul spectral
central (k=0 Tn ultima figurd) e necesar ca trecerea prin 0 a sinusului cardinal sa se
faca la o frecventa mai mare decat frecventa maxima din spectrul semnalului de
esantionat w,,). Tn consecintd durata impulsurilor At trebuie aleas3 cu grija. Datorit3
sinusului cardinal, lobul central al spectrului semnalului esantionat cu retinere nu mai
are forma spectrului semnalului de esantionat, in consecinta reconstructia prin
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filtrare trece-jos ideald nu mai este perfectd. Tn cazul in care pasul de esantionare Te
este egal cu durata impulsului At esantionarea cu retinere devine esantionare cu
memorare.
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Esantionarea naturala

Esantionare cu “decuparea” unor portiuni din semnal; se aplica
in multiplexarea in timp a semnalelor analogice -- time division
multiplexing (TDM)

37

Acesta este tipul de esantionare utilizata in practicad. Atunci cand comutatorul este
inchis, semnalul de iesire este egal cu semnalul de intrare (se zice ca semnalul de
iesire urmareste semnalul de intrare). Atunci cand comutatorul este conectat la masa,
semnalul de iesire are valoarea 0. Semnalul de iesire poate fi exprimat ca si un produs
dintre semnalul de intrare si un tren de impulsuri dreptunghiulare de durata At, de
perioada Ts si de amplitudine unitara qTs(t). Acest tren de impulsuri unitare poate si
obtinut prin convolutia dintre distributia Dirac periodica de perioada Ts si si impulsul
singular h(t) de durata At si amplitudine unitara. Se obtine modelul matematic al
esantionarii naturale din figura din dreapta si expresia semnalului esantionat cu
memorare din prima ecuatie. Raspunsul in freccventa al sistemului cu raspunsul la
impuls h(t) este H(w) din ultima ecuatie.
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*Semnalul este inmultit cu un tren de impulsuri periodice gr(t).

At LAt ?_Sinco—At

h(t)= pm(t—?je—m (0)=e '2 2

2 (O]
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Spectrul semnalului esantionat
natural
X ()= 7 {x(t)[ h(t)*3r, (1) ]
o sin®
:2_1nx(w)* eJZAtw—Af-ZT—?k;mé(m—kws)
2. ko, At
X e A2 b0k
factor numeric ’
o kosAt sinM
- X Tk X (k)
2 39

Spectrul semnalului esantionat natural e dat de transformata Fourier a produsului
dintre semnalul de esantionat x(t) si rezultatul convolutiei dintre raspunsul la impuls
h(t) si distributia Dirac periodica de perioada Ts. Acest spectru este proportional cu
convolutia dintre spectrul semnalului de esantionat X(w) si transformata Fourier a
convolutiei (care este produsul dintre H(w) si transformata Fourier a dinstributiei
Dirac periodica de perioada Ts (care este proportionala cu distributia Dirac periodica
de perioada ws)).

Dar produsul dintre o functie continua si distributia Dirac intarziata este egal cu
produsul dintre valoarea functiei continue in punctul in care se anuleaza distributia
Dirac si distributia Dirac intarziat3. De aceea se obtine cea de a treia egalitate. in
sfarsit, pe baza distributivitatii convolutiei in raport cu adunarea se obtine ultima
egalitate. Spectrul semnalului esantionat natural este o suma ponderata de replici
translatate cu multipli de frecventa de esantionare ai spectrului semnalului de
esantionat X(w). Ponderile se obtin din esantionarea unui sinus cardinal cu pasul de
esantionare ws.
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ca in cazul esantionarii cu memorare).

*Reconstruire prin FTJ ideala. Oy < O SO, — Oy
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Dam un exemplu de esantionare naturala a semnalului cu spectrul din figura de sus.
Este un semnal de band3 limitatd la wM. in figura 2 este dat modulul spectrului
semnalului esantionat ideal (care se repeta prin periodicitate cu perioada ws).

n figura 3 este dat spectrul semnalului esantionat natural in cazul At=Ts/3, rezulta
wsAt/2=m/3 si pentru k = multipli de 3, termenii sumei din expresia spectrului
semnalului esantionat cu memorare se anuleaza.

Functia pondere a replicilor spectrale, reprezentata cu rosu trece prin 0 la k=3,6,...

Pentru celelalte valori k, exponentiala care reprezinta primul factor al ponderilor ia
valoarea —j. De aceea s-a reprezentat in figura 3, modulul spectrului semnalului
esantionat natural.

Daca comparam acest spectru cu spectrul semnalului esantionat cu retinere
constatam ca lobii spectrali obtinuti Tn urma esantionarii naturale nu sunt deformati
ca in cazul esantionarii cu retinere. Deci reconstructia este mai usor de realizat in
cazul esantionarii naturale decat in cazul esantionarii cu retinere.

Reconstructia in urma esantionarii naturale se face prin filtrare trece-jos ideala; spre
deosebire de cazul esantionarii cu retinere, in cazul esantionarii naturale poate fi
obtinuta o reconstructie perfecta. Filtrul de reconstructie are raspunsul in frecventa
din ecuatia de jos iar frecventa sa de tdiere trebuie sa satisfaca o dubla inegalitate.
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Relatia dintre spectrul unui semnal discret si
spectrul semnalului analogic din care provine

Semnal analogic si spectrul sau Semnal discret si spectrul sau

Xa () <> Xa (0); X4[n]=%q (NT)—> X, ()

Doua expresii echivalente pentru spectrul semnalului analogic:

2(t) = X(t)5y, (1) X () = S_z_wx o—Kay), o= ?
R(t)=x(t)dr, (1) ——X(0)= f{ a(t) D 8(t—KTy) }
“x, (1) 3 3(t-KT,) .7-'{ i Xa (KT,)3(t—KT, )
= 3 (k) # fa(t-k, )
i (KT, ) 1ok “

Exista doua formule pentru spectrul semnalului esantionat ideal. Prima exprima
caracterul periodic al acestui spectru si am demonstrat-o deja (vezi prima ecuatie).

Cea de a doua se obtine aplicand transformata Fourier directa semnalului esantionat
ideal. Intrucat semnalul esantionat ideal se exprim3 ca produs dintre semnalul de
esantionat xa(t) si distributia Dirac periodica de perioada Ts si produsul dintre o
functie continua si distributia Dirac intarziata este egal cu produsul dintre valoarea
functiei in punctul in care se anuleaza argumentul distributiei si distributia Dirac
intarziata, pe baza proprietatii de liniaritate a transformatei Fourier si tinand seama
de expresia transformatei Fourier a distributiei Dirac intarziata se obtine expresia din
membrul drept al ultimei egalitati.
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: ()= % kioo Xa(o-ko;)= kiw Xa (KT )e_jkaS
Spectrul semnalului discret este:
X, (Q)= i x, [K]e 1% :ki s, (KT, e 1%
Se observa ca:
kiw Xa (KT, )e—iwkTs o Q- i X, (KT, )e—ij

Relatia dintre spectrul unui semnal discret si spectrul semnalului
analogic din care provine este :

42

Deci spectrul semnalului esantionat ideal poate fi exprimat ca in membrul drept al
ecuatiei de sus. Dar prin esantionarea ideala a semnalului x(t) se obtin esantioanele
sale xa(nTs) care reprezinta valorile unui semnal in timp discret xd[n]. Spectrul acestui
semnal se calculeaza cu ajutorul transformatei Fourier in timp discret TFTD, care
poate fi pusa in forma membrului drept al celei de a doua ecuatii. Comparand
membrii drepti ai primelor doua ecuatii se constata ca spectrul semnalului digital
xd[n] obtinut prin esantionarea ideald a semnalului analogic xa(t) se obtine din
spectrul semnalului esantionat ideal prin schimbarea de variabila w=Q/Ts. Tindnd
seama de prima formula pentru spectrul semnalului esantionat ideal, spectrul
semnalului digital obtinut prin esantionarea ideald a semnalului analogic ia forma din
membrul drept al celei de a patra ecuatii. Deci spectrul semnalului digital se obtine
prin repetarea periodica a spectrului semnalului analogic de esantionat. Singura
diferenta dintre cele doua spectre consta n faptul ca spectrul semnalului esantionat
ideal este periodic de perioada 2m/Ts in timp ce spectrul semnalului digital obtinut
prin esantionare ideala este periodic de perioada 2m (ca orice spectru de semnal
digital).
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Intre cele doua axe de frecventa corespunzatoare spectrului
esantionat respectiv semnalului discret exista relatia:

Q=0T
Se aplica si acum natura periodica a spectrului semnalului discret X4 (Q)
Intre frecventele maxime din spectru exista relatia:

T
Qy = oy Ts; T <—
(DM 43

n figurd se prezintd un exemplu. Tn primul grafic este prezentat spectrul semnalului
de esantionat. Este vorba despre un semnal de banda limitata cu frecventa maxima
din spectru de valoare wM. in cel de al doilea grafic este reprezentat spectrul
semnalului esantionat ideal. El se obtine prin prelungirea prin periodicitate cu
perioada we a spectrului semnalului de esantionat si inmultire cu 1/Ts. in graficul de
jos este prezentat spectrul semnalului digital obtinut prin esantionarea ideala a
semnalului analogic considerat.
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Esantionarea semnalelor discrete

Problema: In prelucrarea numerica a semnalelor apar situatii in care,
ulterior achizitionarii esantioanelor, se constata ca frecventa de
esantionare a fost prea mare.

Solutie: In astfel de situatii, cand nu se mai poate esantiona semnalul
analogic, este posibila esantionarea semnalului numeric, retinandu-se
tot a N-a valoare. Se reduce astfel numarul de esantioane dupa ce
semnalul a fost deja esantionat = esantionarea semnalului discret

Semnalul discret esantionat se obtine prin produsul:

0

&)= x[nsy [n] = x[n] 3 s[n—kN]

= 3 x[kN]5[n—kN] )

In cazul in care frecventa de esantionare a fost prea mare, semnalul digital poate fi
reesantionat. Astfel se reduce numarul de esantioane.

Acest lucru se face inmultind semnalul digital x[n] cu distributia Dirac periodica in
timp discret, de perioada N, efectul fiind ca se retine tot a N-a valoare.

44




Pas de esantionare N=3

Ut

12-10-8-6-4-2 02 4 6 8 1012n

45

Avem un exemplu : sus semnalul digital de re-esantionat

Mijloc: distributia Dirac periodica in timp discret, de perioada N=3. Astfel pasul de

esantionare este N=3

Jos: semnalul esantionat
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Spectrul semnalului esantionat

8y [n]«— Q5B () = i 5(Q—kQs); Qs=2N_1t
X (@)= {x[nJoy [n]}
:2_1nx(s2)®%k=z_w (0-kag); 0g=2"

Spectrul semnalului discret esantionat este periodic, de perioada Qg

1 N-1 1N
Xr(Q)zﬁxr(Q)*kZ_(;S(Q—kQS :WZ (Q-kQg), Qg=—

Restrictia pe 2z (perioada spectrului semnalului x[n])

46

Spectrul semnalului esantionat se obtine prin convolutie periodica a spectrului
semnalului digital cu spectrul distributiei Dirac periodice, care este tot o distributie
Dirac periodica, de perioada Qs=27/N
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Pas de esantionare N=3

Spectrul X (Q) periodic, de perioada 2n

14X(Q)
/\ AN
Dn On0 Oy on O
RQ) 0s0
AN AN A /\

2n 2Qs Qs 0 Qv Qs 2Qs
Spectrul X( ) periodic, de perioada Qg

47

Spectrul semnalului digital de esantionat este de perioada 2n

Spectrul semnalului re-esantionat este periodic de perioada Qs= 21/N
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AN N A

2n QMO Qpm 2n Q

/\/\/\”}i\/\/\/\

Qs 0 Qu Qs 205

Semnalul analogic, x(t), de banda limitata w,, , a fost esantionat ideal, cu
pasul de esantionare T, = semnal numeric de banda limitata x[n], care
este si el esantionat cu pasul N = semnal numeric esantionat x[n]

Se dovedeste ca semnalul x[n] este esantionabil cu pasul N adica lobii
spectrali nu se suprapun, daca semnalul analogic x(t) ar fi putut fi
esantionat si cu perioada 7;=NT, respectandu-se teorema WKS. Initial
semnalul analogic a fost supra-esantionat.

Frecventa maxima este Q,=oyT,, Qs=27/N, atunci conditia de
reconstruire perfecta este:

0> 20,
T

NTg <= Tgswi T¢=NT, 48
M M

Practic semnalul analogic x(t) de banda limitata, la ®,,, a fost esantionat cu pasul de
esantionare Ts (unde frecventa de esantionare ms este macar de doua ori frecventa
maxima din spectru)

Rezulta semnalul x[n] care la randul sau este re-esantionat cu pasul N, cu frecventa de
esantionare Qs= 27t/N

Pasul de esantionare echivalent este NTs, sau frecventa de esantionare 27t/(NTs)

Conform teoremei de esantionare WKS, trebuie deci sa avem indeplinita conditia

21/(NTs) > 2wy,

Sau echivalent

NTs < 1t/ oy,
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Eroarea de aliere

w7 On 0 On 5 0]
> & 0T On & 5 9)
Qg QsOm Qs
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Daca aceasta conditie nu este satisfacuta, apare eroarea de aliere
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Reconstruirea semnalului discret din
esantioanele sale

ZITIZ Oy 0 Qpm 2n Q

& _-%: Ou 0 Qu ™ 2n a

i Bs Q) :

2 Qe 0 Qe 2n Q
N /xf\“” N

5 w0 Om 7O

Daca lobii nu se suprapun, prin filtrare trece-jos ideala:

N, |Q-2kr/<Q

C
Q<. <Q.—Qp, .
in rest M=% =25 M 50

Reconstructia se face prin filtrare TJ ideala, in timp discret
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Caracteristica in frecventa a FTJ ideal in timp discret
(capitolul Filtrare)

H(2)
1 | 1 1 T
Qe I, Qc Q| Qe
} |
n - Q) Qe on Q
<T—>1<T—rl
Pass-band  Stop-band
1 [Q-2kn|<Q., keZ sinQ n
()= 1 B KEE g I
0, inrest 7N
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Esantionarea si decimarea unui
semnal discret

Exemplu, Dupa esantionarea unui semnal discret, intre

N=2 x[n] doua valori retinute (esantioane) sunt
intercalate N-1 zerouri, care nu aduc nici o

] I I || ” | | |] ] informatie despre semnalul esantionat. Ele

110864202468 wizn Potfiomise
Esantionarea sgm?alulw discret
X

[n Rezulta semnalul decimat X [n].

I I I Relatia dintre semnalul discret decimat si cel
esantionat :

12-10-8-6-4-2 02 4 6 8 1012n

Din semnalul decimat se poate reconstrui
‘ semnalul nedecimat prin inserarea N-1

REEARLE G

] zerouri intre doua valori consecutive.
1210-8-6-4-2 0 2 4 6 8 1012 n 52




Spectrul semnalul decimat :

Xp(Q)=F {%p[n]} = i %o [N = i R[N = i )‘([m]e_jﬁm:)i(gNz}

N=—o0 N=—0o0 mM=—o0

Spectrul semnalul digital (Q)zi
esantionat N §

:%Nz (Q k2nj

k=0: (L/N)X(Q/N)—=2 50

X (Q—kQ ) Spectrul semnalul digital
7 initial X(Q)

I MZ

Intinderea lobilor spectrali ai semnalului decimat este de N ori mai mare

decat intinderea lobilor spectrali ai semnalului nedecimat x[n].
53
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exemplu N=2.

Spectrul seWigital initial /1 X /,\

on = Oy 0 On P g §)
Spectrul seW|g|Wnat LS /\ /\

‘ = Om ™ 2n §)

Spectrul semnalulm decimat
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Esantionarea spectrului unui semnal discret
de durata finita

Discretizarea semnalelor a fost impusa de utilizarea calculatoarelor numerice (care nu
pot prelucra decat marimi discrete in timp/frecventa). Prelucrarea in domeniul
spectrului este de multe ori mai simpla decat in domeniul timp. Se pune intrebarea cu ce
frecventa sa esantionam spectrul X(€2) unui semnal discret x[n].

X(Q):X(Q)SQS(Q)zx(Q)i 8(Q-kQ) ZXkQ (Q-kQy)

E I OSQS(Q)‘ o
pretrtrttttetttttteettteet
0Qs Q

e[

S

Figura de sus: spectrul de esantionat, al semnalului in timp discret. Se observa ca
spectrul este continuu

Figura din mijloc: distributia Dirac periodica, de perioada Q2s, cu care se esantioneaza
spectrul

Figura de jos: spectrul esantionat cu pasul Qs
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1
Q—SN [n]<—>8§2s (Q) Q=—

S

x[n]=F X (Q)8q, (@)} = H{X (@)} 75, (@)} = x[n]*QiaN [n];

S

Fie semnalul x[n] cu suportul 0,M-1. Semnalul obtinut prin
esantionarea spectrului semnalului x[n] este o extensie prin
repetare cu perioada N a semnalului original x[n].

([]=o- 3 x(n-kn]

T k=—0
Conditia de reconstructie: x[n] sa fie de durata finita, M<N.

56

Am presupus ca avem un semnal discret x[n] cu suport limitat intre 0 si M-1 a carui
spectru se esantioneaza




[

-2 l))([n]z 4 M n
l||||l_ g
| g n
xp[n]=x[n]
1
d) -6 4 -2 0 2 4 M- n

Esantionarea spectrului trebuie facuta in asa fel incat durata semnalului M sa nu
depaseasca pasul de esantionare N (grupurile temporale sa nu se suprapuna):

M<N
Rezulta 2nt/M > 21t/N
Cum pasul de esantionare in frecventa este QQ, =21t/N, conditia devine:

Q. < 21/M, M=durata semnalului
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Se esantioneaza spectrul semnalului de durata finita x [n] (zero
pentru n<0 si n>M-1) = semnal periodic x[n] , perioada N =2m/Q

Conditia de reconstructie : N > M, nu sunt suprapuneri
ale grupurilor temporale din semnalul rezultat.

*Reconstructia se face prin inmultirea semnalului cu fereastra
temporala rectangulara:

ﬁ, 0<n<N-1
N

X [n]=x[n]=%[n]w, [n]; w,[n]=
0, inrest

Daca spectrul se esantioneaza prea rar, rezulta N<M = apare
suprapunerea grupurilor temporale; deci erori de aliere.

Semnalul x[n] nu mai poate fi reconstruit din spectrul esantionat.
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memorare

x(t)

LP
Anti-Aliasing
Filter

Xf(t)

Masuri practice la esantionarea

semnalelor analogice

*Nu se cunoaste largimea benzii unui semnal de banda limitata ce
urmeaza a fi esantionat.

«Semnalul poate avea componente spectrala de frecvente mari,
neinteresante in aplicatia considerata. Ele pot fi cauzate si de zgomot.

Apare astfel riscul erorilor de aliere. Acestea se evita folosind un filtru
trece-jos numit si filtru anti-aliere prevazut in structura lantului de
prelucrare a semnalului, inainte de circuitului de esantionare si

Xe(t)

O15(t) 6o

n practicd nu se cunoaste frecventa maxima din spectrul semnalului de esantionat,
wM. De aceea ar fi necesara a frecventa de esantionare cat mai mare. Cresterea
frecventei de esantionare are ca efect cresterea numarului de esantioane ceea ce
conduce la ocuparea unei capacitati ridicate de memorie (in care se stocheaza datele
ce urmeaza a fi prelucrate) si in consecinta a timpului necesar pentru prelucrarea

acestor esantioane. De aceea se prevede in structura lantului de prelucrare a

semnalului, Tnainte de circuitul de esantionare, a unui filtru trece-jos care fixeaza

valoarea maxima a frecventei semnalului care urmeaza sa fie esantionat.
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«Sisteme de telefonie numerica (semnal audio) :
Frecventa maxima din spectru: fu=3.4 kHz
*Frecventa Nyquist de esantionare:  f,=6.8 kHz
*Frecventa standard de esantionare:  f.=8 kHz

«Sisteme de televiziune (semnalul video):
Frecventa maxima din spectru: fu=5 MHz
Frecventa Nyquist de esantionare: f=10 MHz

*Frecventa standard de esantionare: =18 MHz

60

Exista semnale de banda limitata cu frecventa maxima din spectru cunoscuta. De
exemplu in cazul telefoniei digitale se considera ca frecventa maxima din spectrul
semnalului vocal este de 3,4 kHz. Tn cazul sistemelor de telefonie digitald se foloseste
o frecventa de esantionare de 8 kHz. Se constata ca in acest caz este respectata
teorema WKS. n realitate, banda semnalului vocal este de 20 kHz.

n cazul sistemelor de inregistrare audio : CD, DVD, se foloseste o frecventd de
esantionare de 44 kHz si calitatea inregistrarii este de Tnalta fidelitate. Banda
semnalului de televiziune este de aproximativ 5 MHz si frecventa de esantionare
folosita in sistemele de televiziune digitala este de 18 MHz. Se constata ca si in cazul
sistemelor de televiziune digitala este respectata teorema WKS.
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< ?

originaspeech.wav
Semnal vocal fara aliere.

< %
} aliasingspeech.wavy
Semnal vocal cu aliere
4 %
Semnal muzical fara aliere.
Q

Semnal muzical cu aliere. @

aliasingmusic.wayv
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Esantionarea semnalelor trece-banda

Semnale de tip "trece jos" - spectrul concentrat in benzi care
includ frecventa nula.

Semnale de tip "trece banda" - au suportul spectrului de forma
supp{X()} =[ oy, —om JU[om, oy ]

X(e)
N | |
’ Reconstructia perfecta a unui semnal
o . .
™ trece banda esantionat ideal se poate
Low-pass signal. realiza pe baza teoremei WKS: o, >2wy,
X(w) Uneori semnalele trece banda pot fi
OT w reconstruite din esantioanele lor chiar

“m S daca s-a folosit o frecventa de
esantionare mai mica decat frecventa

Band-pass signal :
Nyquist. 62
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Cazul semnalelor trece banda de banda ingusta

Semnal trece banda de banda ingusta ; M ~®m

m

Suportul spectrului unui semnal trece banda de banda ingusta
esantionat ideal este de forma:
supp{Xs (@)} = U {[~op +Nos, ~op +nos | o +nos, oy +nos |}

L3 ()

<1

L3 )

[T =
o™ W o =, CRIYTRTA

Reconstructie perfecta: filtrare trece-banda ideala chiar daca s-a
folosit o frecventa de esantionare inferioara frecventei Nyquist 63
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Filtrul trece-banda ideal

L g <|o[<ao,

Hig (o) = = Pay, (©) = Po, (@)
B . , ,
0, in rest c2 cl
sino_t sinmt
hgp (t) = - =
it it
1 H{(w) 1
W2 M1 M1 M2 w
Stop-band ! Pass-band ! Stop-band__
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Reconstructie perfecta :
I:—(DM +Kkog,—on, + kooS]m[com +log, 0 +log = VK1 eZ
\ J 2
Y
Deplasare in intervalul [-my,-®,,] cu kog

Deplasare in intervalul [@,, oy] cu log

Pentru 1=0:
[—(DM +kog, —op, +kc05]m[com,(oM ]z@ , VkeZ

< 20,

-0y +kog <o 2
{ M s " o O Log <
—oy H(k+)og>oy  k+l k

Daca exista valori intregi ale lui k pentru care aceasta conditie este satisfacuta, atunci
exista valori ale frecventei de esantionare inferioare frecventei Nyquist pentru care
semnalele trece banda de banda ingusta pot fi reconstruite in urma esantionarii

ideale. o
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Solutia din multimea numerelor intregi a dublei inecuatii obtinute este

(O]
O<k<—2m  _p

frecventa de esantionare va apartine unor intervale de forma:

20 2
{“Ml, %}  kefl...n)

Exemplu

O
Dy — Oy

o =8t sj oy =10n atunci "= =4 = Valorile

admisibile pentru k sunt 1,2,3, 4.

Intervalele corespunzatoare pentru frecventa de esantionare:

o, e{4n}u[5n, 5.33n]u[6.66n, 8n]u[107c, 16Tc]u[20n, 00]
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