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In semestrul trecut am invéatat metodele de analiz& a semnalelor si sistemelor in
domeniile timp si frecventa.

n acest semestru vom invata

» cateva metode de analiza mai generale: transformata Laplace, transformata z

» cateva metode de prelucrare a semnalelor: esantionarea, filtrarea si modulatia.
+ stabilitatea sistemelor analogice si digitale.



Transformarea Laplace

http://shannon.etc.upt.ro/teaching/ps/Cap7.pdf

Pierre Simon Laplace
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Regim permanent — Transformata Fourier Regim tranzitoriu —Transformata Laplace

Transformata Laplace reprezinta o generalizare a transformatei Fourier.
Transformata Fourier poate fi utilizata pentru analiza de regim permanent a
sistemelor liniare si invariante in timp. Transformata Laplace permite atat analiza de
regim permanent cat si analiza de regim tranzitoriu. in figura din stanga se prezinta
semnalul generat de un generator sinusoidal in regim permanent iar in figura din
dreapta se prezinta semnalul generat de acelasi generator in regim tranzitoriu de
oprire.



» Transformarea Laplace bilaterala

W)= "1 X(s)etds = X (s)jt) o< DC

G- joo

LxOYs)=x(s)= [x(tle Sdt; s=o+ jo; 5,0 eR

—o0

» Transformarea Laplace unilaterala

o+ jo 0
x(t):%j X (s)etds &> X (s) = [ x(t) e *dt; Refs}>o,

o— joo o+

* Relatia dintre cele doua:

LX())(s) = £, X(O)(s)+ £, X(=1)i(=s)

Cateva definitii folosite in acest capitol



Trasformata Laplace generalizeaza transformata Fourier in tot planul
complex.

Pentru variabila complexa se utilizeaza notatia:

S=o+ jo ceR, omeR (1.1)

o=cst Jo

Transformata Laplace generalizeaza transformata Fourier in tot planul complex (s);

Partea reala a variabilei complexe s, se noteaza cu o si este utila pentru
caracterizarea regimului tranzitoriu.

Partea imaginara se noteaza cu o

in figura sunt reprezentate in planul complex 4 numere complexe, mai precis doua

perechi complex conjugate, precum si dreptele de ecuatie o=ct, corespunzatoare
acestor puncte.



Pentru o=0 transformata Laplace este
spectrul semnalului adica transformata

Fourier.

o=cst Jo

Pentru 0=0, s=jw si transformata Laplace devine transformata Fourier a semnalului



1. Raspunsul unui sistem liniar si invariant in
timp la o exponentiala cu exponent complex

Semnalul exponentiald complexa, cu exponent complex:
s, t '
x(t)=e’o' =g%t.elot (1.2)

se aplica la intrarea unui SLIT caracterizat prin raspunsul la impuls h(t).
La iesirea sistemului se obtine semnalul:

0

y(t):h(t)*x(t)= J‘ h(r)x(t—t)dr= j h(r).e(cg+jwo)(t4)d,t=
:e(60+jcoo)1 . J‘ h(T)_e—(swjmo)rdT —g%t. J' h(,t)_e—srd,t
0 ‘o s=5

In ipoteza ca este convergenta, se noteaza cu H(s) integrala:

H(s)= [h(t)-e**dt= [h(t)-e™°"- e~ Jotge (1.3)
- depinde numai de h(x),
- in anumite conditii caracterizeaza complet SLIT. 6

Transformata Laplace poate fi introdusa la fel ca si transformata Fourier, studiind
raspunsul unui sistem liniar si invariant in timp la o exponentiala complexa. In cazul
transformatei Fourier s-a folosit o exponentiala complexa cu exponent pur imaginar
exp(iogt).

In cazul transformatei Laplace se foloseste o exponentiald complexa cu exponent
complex, exp(syt).



Raspunsul y(t) al SLIT :
y(t)=e% -H(sy)=x(t)-H(so) (1.4)
care ne aratd ca : -e* este o functie proprie a SLIT,
- H(s,) este valoarea proprie asociata ei.

Daca semnalul de intrare este 0 combinatie liniara de forma:
t
X(t) =X c e, (1.5)
k

rezulta :

y(t)= %Ck H (s Je™, (1.6)

operatorul S care modeleaza sistemul fiind liniar.

Se poate vedea ca o functie H(s) definita prin expresia (1.3) permite
calculul raspunsului unui SLIT la care semnalul de intrare poate fi pus
sub forma (1.5).
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Semnalul de la iesirea sistemului liniar si invariant in timp considerat este
proportional cu semnalul de intrare. In consecinta exponentiala complexa cu
exponent complex este functie proprie pentru orice sistem liniar si invariant in timp
continuu. Functia H(s) se numeste functie de transfer a sistemului. Pentru 0=0, s=jw
si H(s) devine transformata Fourier a raspunsului la impuls, adica raspunsul in
frecventa al sistemului. Intr-adevar transformata Laplace reprezintd generalizarea
transformatei Fourier pentru o#0.

Valoarea sa in punctul s, reprezinta valoarea proprie asociata functiei proprii
considerate.

Formula (1.6) ne permite sa calculam raspunsurile unui sistem liniar si invariant in
timp la o clasa larga de semnale de intrare.



2. Transformarea Laplace bilaterala

Prin definitie transformata Laplace bilaterala a unui semnal x(t) este:
c{x(t)}(s)=x(s)= j x(t)edt; s=o+ jo; o, @eR (1.7)

Legatura 1intre transformarea Laplace bilaterala si transformarea
Fourier:

L{X(t)}(c+ jo)= T [x(t)e—“].e—imdt - T{X(t)e_"t}(m) (1.8)

—o0

Transformata Laplace bilaterala a unui semnal x(t) este transformata
Fourier a semnalului x(t)e-t.

Daca =0, se obtine:
Lix(O)j(jo)=x(jo)=FixO)}w)=X(®) w9

Transformata Laplace bilaterala evaluata pe axa imaginara jo (6=0) este
egala cu transformata Fourier a aceluiasi semnal. 8

Deci transformata Laplace reprezinta intr-adevar o generalizare a transformatei
Fourier.



Notatii:

in loc de ascrie £{x(t)}=_x(s) , se scrie (din ratiuni tipografice)
LX(t)} = X (s) siprin urmare: £{x(t)}(jo) = X (joo) = F{x(0)} |

in continuare, vom nota cu X(s) transformata Laplace bilaterala, tolerand
doua notatii pentru transformata Fourier si anume X(w) cand este definita
direct si X(jo) cand rezulta prin particularizarea transformatei Laplace
bilaterale:

X(S)\Szjm = X(jo)= X (o) (1.10)

Vom accepta din punct de vedere formal ultima identitate desi ea nu este corecta
din punct de vedere matematic.



Exemple: ot
1.) Considerdm semnalul cauzal x(t)=e G(t). Transformata
sa Fourier exista si este: F{X(t)}(w)=————
®q + J(D
Transformata Laplace bilaterala a semnalului x(t) este:

— _[e’“’*)tc )edt = Ie @ +ollg-iotg

Integrala este convergenta numai pentru w,+o>0, deci ¢ > -,
care se mai scrie si Re{s}>- w,. Avem deci:
1 1

_ _ oo Con. (L11)
L{x(t)}(s) sron o omis © Re{s} > -ay

Se poate constata ca, daca -, < 0 atunci dreapta ¢ = 0, axa imaginara,
este in domeniul de convergen‘;é al transformatei Laplace bilaterale si:

LX(U)i(jw)= i@ =F{X(t)}(w), o <0.

10

Transformata Fourier a acestui semnal se gaseste in tabelul de perechi semnal —
transformata Fourier.

Se numeste domeniu de convergenta (DC) al unei transformate Laplace multimea
valorilor lui s pentru care integrala din definitia transformatei Laplace este
convergenta.

Deci in cazul in care axa imaginara a planului complex apartine domeniului de
convergenta al transformatei Laplace a unui semnal atunci acel semnal are si
transformata Fourier.

10



{

h(t)=e “0%q(t)
g0

8] t —mO* 0 G

- __1
h(t) 1 H(s) =55
1

11

Stanga: semnalul causal
Dreapta: domeniul de convergenta DC corespunzator

11



2.) Se considera semnalul anticauzal din Fig.1.1, avand expresia:
y(t)=—e 'o(~t), wy>0

e LyO)s) = [-e “o(—tedt =

t —00

= ?—e_(w°+c)te‘j°°tdt.

(t)=-""0'6(-t)

. —o0
w0
Fig.1.1 Semnal anticauzal, ce Pentru ca integrala sa fie convergenta este
nu are transformata Fourier dar necesar si suficient sa avem w,+c<0 sau
are transformata Laplace. G < -0y . in aceste condi';ii:
.0

0 ko —(%“’)t —Jot 1

ciy(t)i(s)= [-e o e dt = — =
— ® +o+]Jo | wg+S
(1.12)
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Semnalul considerat nu are transformata Fourier deoarece este strict crescator.
Transformata sa Laplace se calculeaza pe baza definitiei. Tinand seama de faptul
ca treapta unitara are valoarea 0 pentru t pozitiv, e suficient sa integram doar pana
la 0. Integrala va fi convergenta daca integrandul este descrescator. Pentru aceasta
este necesar ca exponentul exponentialei sa fie negativ. Avand in vedere ca t este
negativ este deci necesar ca factorul care il inmulteste in expresia exponentului sa
fie pozitiv. In consecinta este necesar ca expresia din paranteza sé fie negativa.

Din aceste prime doua exemple se constata ca doua semnale diferite (unul cauzal si
unul anticauzal) au aceeasi transformata Laplace. Asta ne-ar putea face sa credem
ca transformata Laplace nu este inversabila. Diferenta dintre cele doua transformate
Laplace rezida din domeniile de convergenta diferite. De aceea domeniul de
convergenta al transformatei Laplace este o informatie foarte importanta.

12



joo H(S)=ﬁ
y(t)
0 t *—0)00 G
-1
(t)=-& “0Fc(-t)
=0
. .10
0 . . _(0‘)0+G)t —J(Dt‘
Cly()s)= J-e 0 heriong & 2 €T 1
. 0)0+G+joo ‘_ ™y +S

Stanga: semnalul
Dreapta: domeniul de convergenta DC

13



2.1 Proprietatile domeniului de convergenta (DC) al
transformatei Laplace bilaterale

I. DC al transformatei Laplace bilaterale, daca exista, este format

din benzi ale planului s paralele cu axa imaginari jo.

I1. DC al transformatei Laplace bilaterale nu poate contine nici un pol
al acesteia.

I11. Daca x(t) are durata finita si daca exista cel putin o valoare S, din
planul variabilei complexe pentru care transformata Laplace bilaterala
converge, atunci domeniul de convergenta este intreg planul complex.

IV. Daca x(t) este un semnal cu intindere spre dreapta (Fig.1.2) si
daca dreapta de ecuatie Re{s}=c, este in domeniul de convergenta,
atunci toate punctele s din planul complex ce satisfac Re{s} > o, sunt
in domeniul de convergenta. Semnalele cu intindere spre dreapta au
domeniul de convergenta al transformatei Laplace bilaterale cu

intindere spre dreapta.
14

| Domeniul de convergenta al transformatei Laplace din exemplul 1 este un
semiplan cu intindere infinita spre dreapta. Domeniul de convergenta al
transformatei Laplace din exemplul 2 este un semiplan cu intindere inifinita spre
stanga. Aceste semiplane sunt benzi din planul complex paralele cu axa imaginara.

Il Transformatele Laplace din primele doua exemple sunt functii rationale.
Radacinile numaratorului se numesc zerouri. Radacinile numitorului se numesc poli.
E clar ca polii transformatei nu pot apartine domeniului sau de convergenta
deoarece atunci cand s ia valoarea unui pol numitorul functiei de transfer se
anuleaza si valoarea functiei de transfer devine infinita.

1l Tn cazul semnalelor de durata finit4 integrala din definitia transformatei Laplace se
calculeaza intre doua limite finite, ea devine o integrala obisnuita a unei funcitii
complexe, deci nu se mai pune problema convergentei transformatei Laplace.

IV. Asa dupa cum rezulta din exemplul |, domeniile de convergenta ale
transformatelor Laplace de semnale cauzale au intindere infinita spre dreapta.

14



V. Daca x(t) este un semnal cu intindere spre stanga (Fig.1.3) si daca
dreapta de ecuatie Re{s}=c, este in domeniul de convergenta, atunci
toate punctele s din planul complex ce satisfac Re{s} < o, sunt in
domeniul de convergenta al transformatei Laplace bilaterale cu intindere
spre stanga.

x(t) x(t)

T,<0 >0

T ol t ol Tt
Fig.1.2 Semnal de durata infinita Fig.1.3 Semnal de durata infinita
cu suportul nemirginit la dreapta. cu suportul nemarginit la stinga.

V1. Daca suportul semnalului x(t) este toata axa reala si daca dreapta de
ecuatie Re{s}=c, este in domeniul de convergenta al transformatei
Laplace bilaterale, atunci DC al acesteia este 0 banda paralela cu axa

imaginara, continand dreapta Re{s}=o,,. s

V. Asa dupa cum rezulta din exemplul 2, domeniile de convergenta ale
transformatelor Laplace ale semnalelor anticauzale au intindere infinita spre stanga.

VI. Daca semnalul considerat are intindere infinita atat spre dreapta cat si spre
stanga atunci el poate fi descompus intr-o suma de semnale dintre care primul este
cu intindere infinita spre stanga iar cel de al doilea este cu intindere infinita spre
dreapta. Domeniul de convergenta al transformatei Laplace a primului semnal va
avea intindere infinita spre stanga iar domeniul de convergenta a transformatei
Laplace a celui de al doilea semnal va avea intindere infinita spre dreapta.
Domeniul de convergenta al transformatei Laplace a semnalului considerat va fi
deci intersectia a doua semiplane unul cu intindere infinita la stanga iar celalalt cu
intindere infinita la dreapta. Aceasta intersectie poate fi sau o banda paralela cu axa
verticala sau multimea vida.

In continuare se exemplifica si proprietatile 11l si VI.

15



Exemple: ot
1.) Semnalul de durata finita X(t)=e " ° [o(t)—o(t—T)] are

transformata Laplace bilaterala:
1_ e—(5+0)0 )T

-
H(s)= [e {sreo)gt =
0 S + O

Zerourile transformatei sunts, =—w, + j(2kn/T), k e Z.

Transformata are un singur pol s,=-w, compensat de zeroul k=0,
S,0=-p. Asadar, X(s) are ca DC tot planul complex.

2.) Semnalul de durata infinita, cu suportul confundat cu axa
reali  x(t)=e " ©,>0, se poate scrie sub forma:
x(t) = e—wotc;(t) + e‘”otc(_ t), egalitatea fiind valabila aproape

peste tot (cu exceptia punctului t=0).
16

Ecuatia obtinuta egaland numaratorul cu zero poate fi scrisa astfel :

exp(—(s+wy)T)=1
sau tindnd seama ca exp(j2kr) =1, rezultad ca s+w,=j 2kn/T si deci zerourile
transformatei sunt de forma specificata.

2) S-a descompus semnalul in doua componente, una cu intindere infinita spre
stdnga si cea de a doua cu intindere infinita spre dreapta.



Semnalul cu intindere spre dreapta are transformata Laplace:

L{e‘%tc(t)} =3 +1w0 , Re{s}>-ay

Semnalul cu intindere spre stanga are transformata Laplace:

Fig.1.4 DC pentru transformata
semnalului exp(-oglt]).

(jco)z—coo 0¥+

1
L{e‘”otc —t }z— . Refsl<o
In consecinta:
- 1 1 —2®
L{e %t}= - = 0, -wy <Re{s}<ay
2 2
o S+ (DO S — (DO ST — O‘)O
D_C i ‘ Daca =0, rezulta:
= ST T{e—%t}: — 2wy . 22030 .

17

Transformata Laplace este o transformare liniara. In consecinta transformata
Laplace a sumei este egala cu suma transformatelor Laplace ale termenilor.
Transformatele Laplace ale celor doi termeni se pot calcula pe baza exemplelor 1 si

2.

Deoarece axa imaginara apartine domeniului de convergenta al transformatei
Laplace, semnalul considerat are si transformata Fourier care se poate particulariza

din transformata Laplace dandu-i lui s valoarea jw.

17



2.2 Transformarea Laplace inversa

Transformarea Laplace bilaterala directa este o transformare Fourier
directa aplicata semnalului x(t)et, o fixat, deci pe o paralela la axa jo.

L{x(t)}(c+ jo)= Z[x(t)e“"]-e‘j“"dt = T{x(t)e“"}(m) (1.8)

Semnalul x(t)e!, o fixat, poate fi recuperat prin transformarea Fourier
inversa.
o0

X(t)e =F X (o+ jo)} :2_175 _[ X(o+ jo)eldo @13

Integrala (1.13) se efectucaza pe 0 paraleld dusa in planul s la axa jo
(o=constant in raport cu o, ds=d(c+jw)=jdw ),

18

La fel ca si transformata Fourier si transformata Laplace este inversabila.

Transformata Laplace a semnalului x(t) este identica cu transformata Fourier a
semnalului X(t)exp(—ot), care poate fi inversata.

Diferentiala lui s este proportionala cu diferentiala lui w, deoarece ¢ se considera
constanta. Atunci cand w creste de la — infinit la infinit, s se deplaseaza pe dreapta
paralela cu axa imaginara care trece prin o.



ot 1 o+ joo -
x(te ™ == [ X(s)e!ds
sau: _ T 65— joo
G+ joo
X(t)=i. [ X(s)eMds=£{X(s)}t)oceDC (114
o— joo

Integrala se efectueaza pe 0 paraleld la axa imaginara continuta in DC.
Relatiile (1.7) si (1.14) definesc o pereche Laplace (bilaterala):
X(t)«=— X(s) (1.15)

LX) = X(5)= [x(t)etdt; s=o+ jo o,0eR @

—00

Pentru determinarea transformarii inverse se foloseste mai des metoda
descompunerii in fractii simple si se cauta functiile temporale in tabele.
19

Daca trecem in prima relatie de la variabila w la variabila s, obtinem relatia (1.14).
Utilizarea Tn practica a acestei ecuatii este delicata, facand apel la teorema
reziduurilor. Din fericire, toate transformatele Laplace cu care vom avea de a face
sunt functiji rationale, deci pot fi descompuse in fractii simple. Asa cum s-a vazut in

primele doua exemple de calcul a transformatei Laplace, s-au obtinut fractii simple.

De fapt, in tabelul de perechi semnal — transformata Laplace, apar fractii simple. in
consecinta vom putea inversa transformatele Laplace cu care vom avea de a face,
prin descompunere in fractii simple.

19



Exemple:

@ &, ©

Fig.1.5 Cele 3 DC posibile
pentru X(s)=1/[(s+2)(s+3)].

Rezulta:

c>-2:

1.) Se cere sa se inverseze functia X(s)=1/[(s+2)(s+3)]. Daca DC nu este
precizat problema este nedeterminata, avand 3 solutii posibile.

In DC nu poate intra nici un pol. Se exclud asa cum se arata in Fig.1.5
dreptele o=-2 si 6=-3. Se descompune X(s) in fractii simple:

x(s)zi_i_ (1.16)
S+2 s+3
i) Daca DC este 1, o>-2, atunci fiecare

termen al relatiei (1.16) va fi inversat intr-un
semnal cauzal:

c>-2 i—>e’2t($(t),
S+2
o>-3 i — e’gtc(t)
S+3
1 1 _ _
s+2 s+3 (Zt eet)c(t) 17 20

Transformata Laplace din exemplul 1 este o functie rationala. Primul lucru pe care
trebuie sa 1l facem pentru a inversa X(s) este sa ghicim domeniul de convergenta.
Determinam polii, rezolvand ecuatia numitorul egal cu zero. Este o ecuatie de

gradul doi cu radacinile -2 si -3. Deoarece polii nu pot apartine regiunii de

convergenta, avem trei domenii de convergenta posibile, la stanga lui -3, intre -3 si
2 si la dreapta lui -2. Folosind tabelele de perechi semnal transformata Laplace,

putem inversa X(s) in fiecare dintre aceste cazuri.

Pentru primul domeniu de convergenta (1) ambele fractii simple se inverseaza ca in

exemplul 1.
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ii) Daca DC este 2, 6<-3, atunci fiecare termen al
relatiei (1.16) se inverseaza prin cate un semnal

anticauzal:
c<-2 : i—>—e‘2tcs(—t);cs<-3 : L—>—e‘3tcs(—t)
S+2 s+3
Rezulta: 1 L
<3 -l (eTie®)o(n).  am
S+2 S+3
1ii) Daca DC este 3, -3<c<-2 atunci rezulta:
semnal anticauzal: o<-2 : Lﬁ_e—ZtG(_t);
S+2
. o1 3t ().
semnal cauzal:  ©>-3 1 —— e o(t);
s+3
B<o<2: 21 eng ) e ¥at). (1.19)
S+2 s+3

21

Pentru cel de al doilea domeniu de convergenta (2) ambele fractii simple se

inverseaza ca in exemplul 2.
Pentru cel de al treilea domeniu de convergenta (3) prima fractie simpla se
inverseaza ca in exemplul 2 iar cea de a doua fractie simpla ca in exemplul 1.

21



Concluzii:
- Aceiasi transformata Laplace bilaterala, (1.16) poate fi inversata in trei
moduri distincte, dupa cum este ales DC.

1 1
X(S)_S-FZ_S—I-B' (1.16)
- Numai in cazul i) jocDC si, prin urmare, numai pentru semnalul
(1.17) exista transformata Fourier.
c>-2: x(t):(e‘Z‘—e‘a)'c(t).
- Semnalele (1.18) si (1.19) desi au transformate Laplace bilaterale, nu
au transformate Fourier, axa imaginara nefiind inclusa in DC.

o

(ORROIRO),

22

in urma inversarii poate fi obtinut un semnal cauzal (daca se considerd domeniul de
convergenta 1), un semnal anticauzal (daca se considera domeniul de convergenta

2) sau un semnal cu intindere de la — infinit la infinit (daca se considera domeniul de
convergenta 3). Doar primul semnal (cel cauzal) are si transformata Fourier.



2.3 Definirea transformatei Laplace bilaterale prin
constelatia de poli si zerouri

Daca transformata Laplace bilaterala este o fractie rationala:

I1

se observd cd este suficienta cunoasterea polilor s, si a zerourilor sy,
pentru a cunoaste, Cu rezerva unei constante multiplicative K, pe X(s).
Daca, in plus, se cunoaste si valoarea transformatei X(s) intr-un punct
S,eDC poate fi determinata si constanta K.

Polii si zerourile pot fi dati prin valorile lor complexe sau printr-o
diagrama a “constelatiei” de poli si zerouri, CPZ.

23

Asa dupa cum s-a amintit deja, zerourile transformatei Laplace reprezinta radacinile
numaratorului iar polii reprezinta radacinile numitorului.

Constelatia de poli si zerouri reprezintd amplasarea in planul complex a polilor si
zerourilor. Polii se reprezinta cu simbolul x iar zerourile cu simbolul o.



Exemplu de reprezentare a unei CPZ pentru o
transformata Laplace bilaterala, X(s).

4" 5-15
Py Py X (S) =K — ’ - )
mRAC R 15 (34—2 Jl,5)(54—2—+]1,5)
W X(s):K : s-15
S +4s+6,25
2 0 =%.5 G
A Daca se specifica faptul ca x(t), semnalul
& temporal, este cauzal, atunci DC este ¢>-2,
t L5 situat la dreapta verticalei ce trece prin poli.
5pp=-2-1.5j

Axa jo este inclusa in DC exista si transformata Fourier a semnalului:

S-S5, | jo—s,

F{x(t)}(0)= (s=s.)(5-5)

(j(o—spl)(j(o—spz).

s=jo

Transformarea Fourier este particularizarea lui X(s) for s=jw. Ea poate fi
calculata pentru diferite valori ale . Pentru fiecare valoare, punctul A ia o 24
pozitie diferita pe axa imaginara.

Pe constelatia de poli si zerouri din figura polii sunt notati cu P1 si P2 iar zeroul este
notat cu Z (s0). Cu ajutorul constelatiei de poli si zerouri a transformatei Laplace a
unui semnal poate fi determinata transformata Fourier a acestuia si aceasta poate fi
reprezentata in planul complex (rezultand hodograful). Se considera un punct mobil
pe axa imaginara, notat in figura cu A. Pentru acest punct s=jw si transformata
Laplace se particularizeaza la transformata Fourier. Se reprezinta vectorii cu
originile in poli si zero si cu varful in A: P1A, P2A si ZA. Acesti vectori formeaza cu
axa reala unghiurile : @1, @2 si y. Vectorul ZA reprezintd numaratorul transformatei
Fourier a lui x(t) la frecventa particulara corespunzatoare pozitiei curente a punctului
A pe axa imaginara. Produsul vectorilor P1A si P2A reprezinta numitorul
transformatei Fourier a lui x(t) la frecventa particulara corespunzatoare pozitiei
curente a punctului A pe axa imaginara. in consecinta masurand cei trei vectori
(modul si unghi) poate fi determinata valoarea transformatei Fourier a semnalului
x(t) la frecventa corespunzatoare pozitiei curente a punctului A de pe axa imaginara.
Amplasand punctul A in diferite puncte ale axei imaginare, se pot calcula mai multe
valori ale transformatei Fourier a semnalului x(t) si se poate trasa hodograful.
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Ajm A el
1 il 1.5 i
sp1=-2+1.5j j(D_Spl — PlA elﬂm’
1
: S jo—s,, =[P, Alel?z.
(¢ ﬂ i
p, H X (jO))Z _‘ ‘_ eJ(‘U*‘Pl*‘Pz)
spz=-2'?1.5j PlA . PZA
De unde: L
&
X(jo)==—— AgX(jo)=¥(o)=v-9,-0¢
X (Jo)l= i AOX(j0)= (o) =y 0.,
Modulul si faza transformatei Fourier, pentru cazul general, se
calculeaza cu relatiile: |, (1.21)
. HZkA‘ M N
X (o) =K ¥(0)= Argk+ Yw, -3,
1—[ Pk A‘ k=1 k=1 25

k=1

In consecintd modulul transformatei Fourier la frecventa w este egal cu raportul
dintre modulul vectorului ZA si produsul modulelor vectorilor P1A si P2A iar
argumentul transformatei Fourier a semnalului x(t) la frecventa w este egal cu
diferenta dintre unghiul g si suma unghiurilor ¢1 si ¢2.

In cazul general, cand avem M zerouri si N poli, se obtine formula (1.21).
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Transformarea Laplace unilaterala

Studiul sistemelor cauzale ce nu sunt initial in starea de
repaus (nu au conditii initiale nule) se face utilizand
transformarea definita prin relatia :

L, {x(t)}(s)=zx(t)e—stdt.

Ea exista si este analitica in semiplanul Re{s}>c, daca x(t)
satisface conditiile :

1) Cauzalitate X(t)-o(t)=x(t);

i) Continue cu exceptia eventual a unei multimi numarabile
de puncte in care au discontinuitati de speta intai;

iii) ‘x(t) <Me °" M>0,054>0,

26

spre deosebire de cazul transformatei Fourier sau al transformatei Laplace
bilaterale, folosind transformata Laplace unilaterala pot fi rezolvate si probleme cu
conditii initiale nenule, acesta fiind un motiv pentru care cu ajutorul transformatei
Laplace unilaterale poate fi analizat si regimul tranzitoriu.
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Transformarea inversa este definita de:
P 1 o+ joo ot
X(t)=r{X(s)}=— [ X(s)eds, Refs}>cy
an o— joo

pereche Laplace unilaterala:

X(t) <= X (s)

27
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3.1 Relatia dintre transformata Laplace bilaterala si

transformata Laplace unilaterala

-Pentru cazul semnalelor cauzale, x(t)=x(t)o(t), intre

cele doua transformate nu exista diferente :

© ©

c{x(t)}(s)= [ x(tedt= [ x(t)o(t)e "dt

—0 —0

—j Jedt =, {x(t)}(s)

-Pentru semnale cu suportul plasat si in t<0 :

L{x(t)}:j (t)e“dt = j (t)- “dt+j

—00

t>-t %

= [x(~t)edt+ j x(t)edt,

L{xa)}(s):Lu{xa)}(s)ig{x(—t)}(—s)

—Stdt ,

28
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LX(U)i(s) = £, X())(s)+ £, IX(-1)i(=s)

Transformata Laplace bilaterala este suma dintre transformata
Laplace unilaterala a semnalului si transformata Laplace
unilaterala reflectata (-s) a semnalului reflectat (-t).

In cazul transformarii unilaterale, specificarea domeniului de
convergenta nu este necesara.

Transformata unilaterala se refera nu mai la partea din dreapta
originii a oricarui semnal si, deci, domeniul de convergenta va fi un
semiplan delimitat de o dreapta paralela cu axa imaginara, ce trece
prin polul plasat in extrema dreapta, intinzandu-se spre dreapta.

29
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4, Transformarea Laplace a distributiilor

Transformata Laplace a unei distributii feS™ poate fi definita utilizand
transformata ei Fourier:

ci{f}= T{e“’t f}. (1.26)
Pentru distributia Dirac 6(t) se aplica definitia sub forma:
c{sh=Fis(t)e |
Pentru Vo e®, e'8(t)=e%(t)=5(t) si, deci:
c{s}=F{3(t)} =1, VseC. (L.27)
Considerand distributia Dirac deplasata 5(t-t,) rezulta:
c{d(t-t,)} =F{5(t-t,)e "} =™, vseC. (1.28)

30

Transformata Laplace a distributiei f este identica cu transformata Fourier a
distributiei obtinuta prin inmultirea functiei exponentiale (care este continud) cu
distributia f. in cazul distributiei Dirac, acest produs este egal tocmai cu distributia
Dirac. intrucat transformata Fourier a distributiei Dirac este unitara si transformata
sa Laplace va fi unitara. in cazul distributiei Dirac deplasate, produsul este egal cu
exponentiala de argument —ot0 inmultita cu distributia Dirac deplasata. Primul factor
iasa factor comun deoarece se integreaza dupa t iar cel de al doilea factor
reprezinta transformata Fourier a distributiei Dirac depalasate (caruia i se aplica
proprietatea de deplasare in timp a transformatei Fourier. In final se obtine rezultatul
din membrul drept al formulei (1.28).

30



Pentru treapta unitara o(t) se poate aplica direct definitia (1.7):

o0

ﬁ{X(t)}(s):X(s)z _[ X( ) e¥dt; s=o+ jo; o, 0eR @7

Lio(t) = jcs(t)e St = je .

Integrala este convergenta numal daca Re{s}>0 caz in care:
1
c{o(t)} ==, Re{s}>0. (1.29)
S

Daca treapta unitara este reflectata x(t)=c(-t), atunci:

o0

£{o(-t)} = [ o(-t)edt = _Te“dt:—%, Re{s} <0.

si, deci:

£, (8} = {8} =1, £, {o(t)} = £{o(t)} = % £ {-o(-1)}=0 @ay

Primul membru al sirului de egalitati din relatia (1.31) reprezinta transformata
Laplace unilaterala a distributiei Dirac. Transformata Laplace unilaterala (despre
care vom vorbi pe larg ceva mai tarziu) se defineste ca integrala de la 0 la infinit. E
clar ca aceasta are valoarea 0 pentru treapta unitara reflectata (care este un semnal

anticauzal).



5. Proprietati ale celor doua tipuri de transformate Laplace

Se noteaza:
X(t)«<-~->X(s) seDC,; X(t)«—=—> X (s)
y(t)«—=—>Y(s) seDCy; y(t) <Y (s)

1. Liniaritatea:
ax(t)+by(t)«<>aX(s)+bY(s) seDC, nDC, cel putin

ax(t)+by(t) <> aX,(s)+bY,(s). (1.32)
2. Translatia in timp:
X(t—ty) «<>e™ X (s) seDC,,Vt,
Teorema intarzierii: x(t—ty) <> e "X, (s) ty>0. (33
3. Modularea in timp:
e¥'x(t) <> X (s—s,) seDC deplasat cu o,
(1.34)

e*'x(t) <> X, (s—5p).
32

La fel ca si transformata Fourier si transformata Laplace are proprietatile de
liniaritate, translatie in timp si modulare in timp. Proprietatile se demonstreaza
aplicand definitia transformatei Laplace. In cazul transformatei Laplace trebuie
specificat insa, de fiecare data si domeniul de convergenta. De exemplu, in cazul
proprietatii de liniaritate daca domeniul de convergenta al transformatei Laplace a
semnalului x este DCx si daca domeniul de convergenta al transformatei Laplace a
semnalului y este DCy atunci domeniul de convergenta al transformatei Laplace a
combinatiei liniare ax+by va fi intersectia lui DCx si DCy. Céateva dintre aceste
proprietati sunt demonstrate in seminarul nr. 1 de PS,
http://www.tc.etc.upt.ro/teaching/ps/1_laplace 2009.pdf
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4. Scalarea variabilei timp:
x(at) olx (ij,aeﬂi*, 2 cpC,
la \a a
. S (1.35)
X(at) <~ H Xu[g} a>0.
5. Teorema convolutiei:
x(t)*y(t)«> X (s)Y(s) seDC,nDC, cel putin.
X(t)* y(t) <> Xy (s)Yy (s). )
6. Derivarare in timp:
dx(t
() <> sX(s) seDC cel putin.
(1.37)
L0} < qu(s)-x(O+).
dt 33

In cazul proprietétii de derivare in timp apar diferente intre transformata Laplace
bilaterala si transformata Laplace unilaterala. in cazul transformarii Laplace
unilaterale apare si valoarea initiala x(0+). in consecinta, spre deosebire de cazul
transformatei Fourier sau al transformatei Laplace bilaterale, folosind transformata
Laplace unilaterala pot fi rezolvate si probleme cu conditii initiale nenule, acesta
fiind un motiv pentru care cu ajutorul transformatei Laplace unilaterale poate fi
analizat si regimul tranzitoriu.
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7. Derivarare in domeniul variabilei s:

dX
—tx(t) <> ﬂ se DC.
éjf( (1.38)
—tx(t)<—>d“(3).
S
8. Integrarea semnalului in domeniul timp:

Fie y(t): y(t)= _} x(t)dt = x(t)* o(t).
Se deduce: Y(s)= X (s)i

Cum (1/s) are DC Re{s}>0 rezulta:
F X
J x(t)dt <> @ seDC(Re{s}>0) cel putin

. t (-1)(+ (1.39)
}X(r)ﬂr o X“S(S) sau [x(t)dt <> X“(S)+SX )
+ ot

.0 . A .. . ..
daca exista un impuls in origine. xt1 (0*) - valorarea integralei in 34
origine.

In cazul transformatei Laplace unilaterale a integralei integrarea nu se mai face de
la — infinit la t ci doar de la O la t. Transformata Laplace unilaterala a integralei se
poate calcula pe baza proprietatii de derivare a semnalului y(t), tindnd seama de
faptul ca drivata integralei unui semnal este egala cu acel semnal. in relatia (1.39)
valoarea y(0+) s-a notat cu X la -1 de 0. Si de aceasta data in calculul transformatei
Laplace unilaterale se tine seama de valoarea initiala.
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9. Teorema valorii initiale a unui semnal cauzal:

Pentru semnalul cauzal x(t)=x(t)o(t), cele doua transformate sunt
identice X(s)=X,(s).

x(O*): limsX (s)=limsX, (s) (1.40)

S—0 S—0

10. Teorema valorii finale a unui semnal cauzal:

Semnalul x(t) fiind cauzal: x(t)=x(t)o(t), avem: X(s)=X,(s).

X(0) =limx(t) =limsX, (s)=limsX (s) (1.41)

t—o0 s—0 s—0

35

In conformitate cu teorema valorii initiale (proprietatea 9) valoarea lui x(0+) se poate
calcula chiar daca nu se cunoaste expresia analitica a acestui semnal dar se
cunoaste expresia analitica a transformatei sale Laplace.



6. Studiul sistemelor liniare si invariante in timp
prin intermediul transformarii Laplace
6.1 Functia de transfer a unui SLIT
Pentru un SLIT: y(t)=h(t)*x(t).
Aplicand transformarea Laplace bilaterala rezulta:

Y(s)=H(s)-X(s); H(s)=rc{h(t)}s) (1.42)
X(t) o o y(O)=x(®)*h(t) X(s)o—{ H(s) o Y(S)=XEHE)

Fig.1.7a SLIT caracterizat de Fig.1.7b SLIT caracterizat de
raspunsul la impuls h(t). functia de sistem H(s).

Raspunsul la impuls caracterizeaza complet comportarea unui SLIT in
domeniul timp, iar functia H(s), caracterizeaza complet comportarea sa
in domeniul complex.

Denumiri pentru H(s): - functie (de) sistem sau functie de transfer.

36

Transformata Laplace a raspunsului la impuls al unui sistem liniar si invariant in timp
continuu, h(t), se numeste functie de transfer a acelui sistem si se noteaza cu H(s).

Functia de transfer a sistemului se calculeaza impartind transformata Laplace a semnalului
de iesire la transformata Laplace a semnalului de intrare.
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Consideram un sistem SLIT stabil.

functiei sistem H(s).

Exemplu: un sistem anticauzal

h(t joo
h(t)=e ©0t5(—t) $1( )
wg=0

ol t 0|

Raspunsul la impuls h(t) al unui sistem necauzal si
functia sistem H(s) impreuna cu domeniul de
convergenta.

Atunci

Re{s}<-o,

exista

transformata sa Fourier F{h(t)}(o)=£{h(t)}(jow) si axa
imaginara este inclusa in domeniul de convergenta al

=1 .
H9=sia;  Conditia de convergenta:

“g o T{h(t)}:H (0)):-1/(0)0+j 0))

37

Exemple de sisteme stabile, unul cauzal si unul anticauzal
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Exemplu: un sistem cauzal

h(t)

1 ht)=e 0t a(t)
Mg -0

0 H(s)=s7t

0l

Raspunsul la impuls h(t) al unui sistem cauzal si functia sistem

t

Conditia de convergenta:
Re{s}>-o,

Hh(1)}=1/(ogtjo)

H(s) impreuna cu domeniul de convergenta.
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6.3 Sisteme liniare si invariante in timp caracterizate prin
ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

Fie SLIT caracterizat prin ecuatia diferentiala:

NoodRy(t) M dRx(t
DA dtk( )=Zbk —dtk( ) a, #0, (1.52)
k=0 k=0

cu conditii initiale nenule.

Aplicand transformata Laplace bilaterala, rezulta:

N M
ZakskY(s):Zbkst(s). (1.53)
k=0

k=0
Functia de transfer H(s)=Y(s)/X(s):

ibksk q
H(s)="F—= EES;- (1.54)

iaksk
k=0

39

Sistemele liniare si invariante Tn timp continuu (SLIT) sunt descrise prin ecuatii diferentiale
cu coeficienti constanti. Forma generald a unei astfel de ecuatii este prezentata in ecuatia
(1.52). Conditiile initiale pot fi nenule. Aplicand in ambii membri ai ecuatiei diferentiale
transformata Laplace bilaterala si tinand seama de proprietatea de derivare (transformata
Laplace bilaterala a derivatei intai este egala cu produsul dintre s si transformata Laplace a
semnalului nederivat; transformata Laplace bilaterala a derivatei a doua este egala cu
produsul dintre s la patrat si transformata Laplace a semnalului nederivat, etc.) se obtine
ecuatia (1.53). in membrul sting se poate da factor comun X(s) iar in membrul drept Y(s).
Functia de transfer a sistemului se obtine impartind Y(s) la X(s), rezultand expresia din
ecuatia (1.54). Asa dupa cum se constata analizand ecuatia (1.54), functia de transfer a
oricarui sistem liniar si invariant in timp continuu este o functie rationala (un raport de
polinoame in s). De aceea este usor de inversat prin descompunere in fractii simple si
folosirea tabelului de perechi semnal transformatd Laplace bilaterala. in cazul in care
sistemul este n regim tranzitoriu, ecuatia are conditii initiale nenule si se foloseste
transformata Laplace unilaterala.
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Radacinile ecuatiei: N

D(s)= Y a,s¢ =0, (1.55)
k=0
dau polii sistemului, sy, in numar de N, incluzand si ordinele de
multiplicitate:
Radacinile ecuatiei: M )
N(s)= Y b s =0, (1.56)
k=0
dau zerourile sistemului, Sy, in numar de M, incluzand si ordinele de

multiplicitate:
Se presupune ca sistemul este cauzal (h(t)o(t)= h(t)), asadar:

H,(8)=H(s)=L,{h()}=£{h(D}

Teorema valorii initiale a unui semnal cauzal, aplicata raspunsului la
impuls (si el cauzal), conduce la:
h(O*):Iims-Hu(s):Iims-H(s):Iim

S0 S—00 s—>m D(S) ' (1-057)

n continuare ne referim la sisteme cauzale. Functia de transfer a acestora este
transformata Laplace unilaterala a raspunsului la impuls. De aceea putem folosi teorema
valorii initiale din ecuatia (1.57).



Daca h(0*) este finit, deci nu exista impulsuri Dirac in origine, atunci se
poate deduce ca M+1<N. Tinand seama de forma expresie(1.54), avem:

by sV +by gsM +...+bys% +bys

h(0%)= tim M= -
soo ayS" +ayn_gS - +...+ S+

Daca M+1>N, atunci limita nu poate fi finita. Ramane, in consecinta:
h(0*)<co, M+1<N, M<N-1.

Gradul numaratorului unei functii sistem ce nu are impulsuri Dirac in
origine este cu cel putin o unitate mai mic decat al numitorului.

Daca M+1>N expresia lui h(t) prezinta impulsuri Dirac in origine.

Exemplu:
:ﬁ:“i h(t)=38(t)+e"o(t).
s+1 s+1 41

H, (s)

dupd cum se stie de semestrul trecut, pentru ca sistemul sa fie stabil este necesar ca
raspunsul sau la impuls sa fie de clasa L1.

Tntrucat un raspuns la impuls care contine impulsuri Dirac nu este de clasd L1 rezult3 c3
sistemele cauzale ale caror functii de transfer au gradul numaratorului mai mare decat
gradul numitorului nu sunt stabile.



In mod normal numarul polilor unei functii sistem intrece cu cel putin o
unitate numarul zerourilor ei.

Polii unui sistem stabil sunt plasati doar in semiplanul stang, iar
zerourile sale pot fi plasate oriunde.

Sistemele ce au atat polii cat si zerourile plasate in semiplanul stang
se numesc sisteme de faza minima.

Exemplu. Fie: h(t)=eto(t) Hu(s)zsi
Raspunsul in frecventa al acestui sistem este:
H(0)=1/1+ jo) H(o)=1/ 1+ 62, ®(w)=-arctgo.

si fie sistemul cu raspunsul in frecventa:

.M
1-j]—
1 ® 1 _ _
Ho, (0)= - o ,-0? oh, (t)=mo_1[(m0+1)e L= 20067 o(1),
®o 42

pentru ca sistemul cauzal sa fie stabil este necesar ca gradul numitorului functiei sale de
transfer sa fie mai mare (cu cel putin 1) decat gradul numaratorului si toti polii sa fie
amplasati in semiplanul stang. Zerourile pot fi amplasate oriunde in planul complex. Exista
o categorie speciala de sisteme liniare si invariante in timp continuu, cauzale si stabile, asa
numite de faza minima, pentru care atat polii cat si zerourile sunt amplasate in semiplanul
stang. In continuare se justificd pe baza unui exemplu denumirea acestor sisteme.

Se considera sistemul liniar si invariant Tn timp continuu cauzal cu raspunsul la impuls h(t).
Functia sa de transfer este Hu(s) iar raspunsul sau in frecventa este H(w). Aceasta functie de
transfer are un singur pol in -1 (in semiplanul stang). Comparam acest sistem cu sistemul cu
raspunsul in frecventa Hw2(w). Acesta este produsul dintre raspunsul in frecventa H(w) si
un alt raspuns in frecventa de modul unitar. Inversand raspunsul in frecventd Hw2(w)
obtinem raspunsul la impuls al celui de al doilea sistem, hw2(t).
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Se poate observa ca raspunsul in frecventa al celui de al doilea sistem
are acelasi modul ca si sistemul caracterizat de H(w).

Functia sa faza-frecventa este:
D, () =-arctgw— 2arctg L_o (o) 2arctg .
o,

o @y
i Functia sistem corespunzatoare lui h (t):
H(S)=% H (S): (DO_S
@t (1+5) g +5)
-mg -1 0 s(oo G 1
Hu(s)= 1+s

H =[H,(s), |mi } :
Fig.1.12 Functie sistem si | U (S)| | U(S)| min D gy () > mird ()}

domeniul ei de convergenta, DC. W, >0 = (I)w0 ((o) = CD((D)

Prin urmare H(s)=1/(1+s) neavand nici un zero in semiplanul drept,
corespunde unui sistem ce introduce un defazaj minim in comparatie cu
alte sisteme (cauzale) ce au aceasi caracteristica |H(w)). 3

Caracteristica de faza a celui de al doilea sistem Qw2(w) se obtine scazand din caraceristica
de faza a primului sistem o arctangenta. Valoarea minima a fazei celui de al doilea sistem
este -311/2 in timp e valoarea minima a fazei primului sistem este —1t/2. Deci in valoare
asoluta, defazajul introdus de cel de al doilea sistem este mai mare decat defazajul introdus
de primul sistem. De aceea primul sistem se numeste de faza minima.



Contributia polilor unui sistem cauzal la raspunsul la
impuls al acestuia

Functia de sistem H,(s) (1.54) pentru un sistem cauzal,
M

> bs N(s)

H, (s) = k=0 = ) (1.54)

k=0

poate fi descompusa in fractii simple si pusa sub forma:

v A
H, (S)= ; =H,(s)\s—s , 1.58
u( ) kZ::lS_Spk A u( )( pk)stpk (1.58)
daca toti polii sunt simpli. Forma lui h(t) este atunci:
N
n0)=( 2 A Jtt) asn
k=1

Deosebim doua cazuri: i) poli reali s, e R si ii) complecsi s, #R.
Cum coeficientii a, si b, in ecuatia (1.54) sunt reali, rezulta ca polii
complecsi nu pot aparea decat in perechi complex conjugate. 44

Pentru ca raspunsul la impuls din ecuatia (1.59) sa fie de clasa L1 este necesar ca toti
termenii sumei din membrul drept sa fie functii descrescatoare de timp, adica partile reale
ale numerelor complexe sk sa fie negative. Cu alte cuvinte, polii functiei de transfer a unui
sistem liniar si invariant in timp cauzal si stabil trebuie sa se situeze in semiplanul stang.



Poli simpli

H,(5)=3 2 ;<—>h(t)=(g,’-\esp“jc(t).

k=1 97" 9Opk

i) Poli reali, s, = o : contributia este o exponentiala
A<e6kt
if) Poli complex conjugati ¢R: s,= oy tjw,.
B sin(ot+¢,)

Poli multipli de ordinul doi

H,(s)=..+ A, B ,C,PD, E , F ..

r 2 i i* S \2 2\ 2
S o) 5% (o) (o))
1)  Poli reali de ordinul doi:
st=0,1 Mg™+Mte”™
i)  Perechea de poli complex conjugati

s, =c+ jo,s, =c— jo: Nge™sin(ot+e, )+ N;te™ S‘”("’”‘EQ

Se prezinta contributia la raspunsul la impuls al polilor simpli sau multipli de ordinul doi,
reali sau complex conjugati.

Tn cazul in care existd doi poli complex conjugati pe axa imaginar3, contributia lor in
raspunsul la impuls din ecuatia de mai sus este de tipul sinusoida.

Tn consecint3 sistemul va fi stabil la limit3, el va rdspunde la intrari marginite de durat3
limitata cu iesiri marginite.

Daca un pol este amplasat in semiplanul drept, contributia sa la raspunsul la impuls este o
functie crescatoare si sistemul este instabil.



Pentru un sistem cauzal, stabilitatea stricta este intodeauna asigurata
daca polii sunt in semiplanul stang.

Poli simpli pe axa imaginara = sistem stabil la limita.

Pentru o singura pereche de poli complex conjugati plasati pe axa
imaginara se obtine un oscilator sinusoidal.

Plasarea unui pol al unui sistem cauzal in semiplanul drept, chiar daca
este simplu da nastere unui sistem instabil.

Polii plasati in semiplanul stang dau o componenta tranzitorie ce se
amortizeaza.

Raspunsul permanent, ce se mentine cu aceleasi caracteristici in timp
este contributia exclusiva a polilor simpli situati pe axa imaginara.
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Calculul raspunsului unui si sistem caracterizat
printr-o ecuatie diferentiala
N dfy) M, dix()
2 a =2b——
k=0 “ gtk k=0 “ dtk
Exemplu: Se considera un sistem de tip cauzal, caracterizat de
ecuatia diferentiala:

ap =0,

d?y(t), ,dy(t) _
" +3 it +2y(t)=x(t),

Avand conditiile initiale y(0*)=2 ; y ’(0*)=-2. Fie x(t)=40c(t). Se
considera transformata unilaterala:

YOO Y(s)  y(t)esYy(s)-y(0*)

Prin derivare
(y) =y o slsv,6)- (0" - y07)
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Un exemplu de sistem in regim tranzitoriu, conditii initiale nenule: se foloseste
transformata Laplace unitaterala



Transformarea Laplace a semnalului de intrare este:

4c5(t)<—>és1
d;:;(t) +3d>(;it)+ 2y(t)=x(t),
s[sY, (s)-2]+2+3[sY,(s)-2]+2Y,(s)= 2’

Se determina transformarea Laplace unilaterala a semnalului de
iesire:

2s°+4s+4 2 2 2
Yu(s)="71 e
s(s +3s+2) s s+l s+2

Se determina raspunsul sistemului:

y(t)=20(t)— 2 to(t)+ 26 2o(t) = (2— 26 L + 262 o(t)
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y(t)=20(t)- 2¢ o)+ 26 2o(t) = (2— 26t + 267X |oit)
Se pot verifica conditiile initiale:

lim y(t)= lim (2-2e+2672)=2-2+2=2,

t—0* t—0*

Derivata de ordinul intai a raspunsului:
y'(t)=2e"t—4e7% t>0

lim Y'(t)= lim (2e —4e2)=2-4=-2.

t—0* t—0*
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Sisteme de ordinul intai

Ol)é?)““@oy(t): Kogx(t) wg >0 (1.66)
K
H(s)= Hu(5)=5:’:§ Re{s} > —wy. (1.67)
0
‘f;’” Sistemul:- este stabil, are raspunsul la

impuls de tip exponential, polul fiind real.

e T o Frecventa o este definita de pozitia
4 3 punctului A pe axa imaginara.
1
H(o)=—; ®(0)=-0. (1.68)
Fig.1.13. CPZ pentru un ‘PN

sistem de ordinul intai.
oT,

PAT= |H(w) ¥
Caracteristica de modul este o functie para: \ﬁ\ = \@
ol 0T (¢ 1/2)= d(0)d (P(0)—>-n/2).

Caracteristica de faza este o functie impara. 50

Un sistem de ordinul intai este descris de ecuatia diferentiala din relatia (1.66) si are functia
de transfer din relatia (1.67). Intrucat polul functiei de transfer (-w0) este amplasat in
semiplanul stang, sistemul de ordinul | este stabil. Hodograful sistemului se poate construi
pe baza figurii 1.13. La numitorul modulului raspunsului in frecventa apare lungimea
vectorului PA. Argumentul raspunsului in frecventa este egal cu —¢ (unghiul pe care il face
vectorul PA cu axa reald). Se observa ca pe masura ce frecventa creste, punctul A se
deplaseazd in sus pe axa imaginara, lungimea vectorului PA creste si unghiul ¢ creste. In
consecinta modulul raspunsului in frecventa scade si argumnetul sau scade spre —mt/2. Este
deci vorba despre un filtru trece jos.
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Caracteristici de frecventa K=1 si wg=1

o [070oA0PA=m=to=0] | oA pr/2

Kog caraf:terisﬁc? de alll]‘)]itlldille

A e T T T TR
e T TR T A
v |H(m>|=|;q

) 3

® 'E‘ﬂ T:*:H((D] £ 25 2 15 ? 05 0 05 1
o T

caracteristica de fazi

(I)(co)z -.
o lo T(p—n/2)= —.-rDT

o(o) | (@) —-n2).

-15
-3

0.01 0.1 1 10
| ®=0g =1407/-q =wp =1,‘W =\/§,(p5=17r/4|

Se prezinta caracteristicile de frecventa pentru K=1 si w0=1.

Cand w=0, punctul A se afla in origine, lungimea vectorului PA este egald cu w0=1 si unghiul
¢ este egal cu zero. Tn consecintd la w=0 avem 20Ig(H(0))=0 dB si arg{H(0)}=0.

Cand w=w0, triunghiul POA devine un triunghi dreptunghic isoscel si unghiul ¢ atinge
valoarea de /4. Lungimea ipotenuzei se calculeaza cu teorema lui Pitagora si este egala cu
radical din 2. Valoarea modulului raspunsului in frecventa devine egala cu -3 dB.

Cand w tinde la infinit, vectorul PA devine paralel cu axa imaginara, unghiul ¢ ajunge egal
cu 1/2 si lungimea vectorului PA tinde la infinit. in consecintd modulul rdspunsului in
frecventa in coordonate logaritmice tinde la —infinit iar argumentul sau tinde la - /2.
Caracteristicile Bode sunt reprezentate cu violet.



4 } 0]

|m:O,ﬂAﬁO,‘ﬁ‘:m0:lw:0| 0— o4PA — c9p—-n/2

caracteristica de amplitudine

N\

25 2 45 4 05 0 0f 1
|

caractetistica de fazd

0.01 0.1 10

1
Im=mg =1#® =g =1,‘Pﬂ =1/E,§D:7[/4|

Hodograf

raspunsul in frecventd in planul complex
T T T T T T

Rezulta hodograful din figura.
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Sisteme de ordinul doi (Studiu individual)

doi avand o pe

d®y(t) dy(t), o 2 Kog
— 2+ 280y — 2+ ogY(t) = Kogx(t), H,(s)=H(s)= :
a2 Eog at Oy() 0 () u( ) ( ) 52+2§0)OS+0)2
. s1.0 = 0o £ mgyE° —1,£>0
O<&<l af1* 21 jo
P . *  a) Frecventa de oscilatie:  og+/1—&2
gV 1-& C
i ‘Opl‘ =y
o\ P Xﬁ Punctul A defineste o frecventa:
= S0 1
. ° TP owET || anEd H(0)| = = ®(0)=—¢ -
a) | (u))| |FiA|-|P2A| ((’3) P11 =02
V2 R
3 V-2 m—>oo,‘P1A‘SI‘P2A‘—>oo:>|H(m)_>0
® —> o0; P1Si P2 —>g:>d)((o)—>—n
Fig.1.14 a) &<1, CPZ Fig.1.14 b) CPZ pentru

pentru un sistem de ordinul un sistem de ordinul

complex conjugati.

b) £€>1, cei doi poli sunt plasati pe axa
reala.

Daca &=1, cei doi poli se confunda, in
punctul -o, de pe axa reala.

reche de poli doi avand poli reali.
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Cazul polilor complex conjugati. Caracteristici de
frecventa £=1/4/2siwg =1

| ©=0={RA =[RA =1IH(0) =1 ¢; = -w/4, 05 = n/4,(0)= 0 |

4 Mzw; O (@)= ¢~ R = VR
Jjo

caracteristica de amplitudine

-60 i
k] 25

Al
—n

2

3 L

-3 25

0.01 0.1 I| 1 10
[ o=14RA =22 [Pyl =2+ V2 K (01=1/12, ton =21, ton, =2 +1, 04 B =7,/2]
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Hodograf

0= cofR A — o3l — alH () 20,01 = 2,00 = /2, 0() = 2 raspunsul in frecventd in planul complex

o
: 0 T T T T T

lo=0~{RA =[RA =1 H0)| =1 ¢1 = -n/4,0; = /4, 0(0) =0 | o1 w— ¢
caracteristica de amplitudine
02 ]
N
03 1
04 1

25 2 5 405

&
—
G}
o
I
=3
o

caracteristica de fazd

Sva
=y

&
o
o
o
o
o
o
T —
—
=)
o
@

001 01 I 10
I o=1-{AA= 'ﬁ,‘ﬁ:xZ*ﬁ,‘Hﬂ)‘zl/ﬁ‘lg\m:«/Erl,l@pz:«/ﬁ.tmﬁpz:nml
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Cazul polilor reali. Caracteristici de frecventa

Daca &=1, apare un pol dublu in -@, pe axa reala.
Pentru g =1

caracteristica de amplitudine

Jjo;
A
1
@
b <% EBAL
R U
&)0\/1.?030\/1-?
1
(€1}
Tema de curs
0.01 0.1 1 10
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Sistemul “trece tot”

W — jo Wy —S
H(w)= 201 H,(s)=H(s)= .
®g + Jo g + S
PAI=izal 41
s A . . . . .
Pry=r O sinusoida de orice frecventa, aplicata unui
astfel de sistem trece fara ca amplitudinea ei sa
W fie afectata = trece-tot.
PR P
-p 0 Ly ©
PZC pentru un sistem trece-tot. ‘ZA\‘
‘H (m)‘ = ‘ﬁ‘ =1
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/2

4wy Zog-mg

\ tg :_tg :_%:
4 ¢ 07

0

RESRRER Y.

D(m)=—1—2arctg ((z).-"'(z)g\

Caracteristica de faza ®(w)
trece-tot

g 2mg 4oy ©®
()
e Q= arctg —
/2 g
T
a unui sistem

Cand =0, deci A=0, ¢=0 defazajul introdus de circuit este .
Cand OA=w,, = ¢=1/4 = ®(w,)=n-21/4=m/2.

Daca aplicam o sinusoida unui astfel de sistem = nu isi modifica
amplitudinea, ci doar faza conform caracteristicii ®(w).

O()=y—¢=1-20

e %@) }=m—2arctg(m/mg)

Q]

®g
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Functia sistem echivalenta unor sisteme conectate in serie
si paralel

X(s) He(5)= Hy(S)Ho(s) Y(s)=He(s)X(s)

a)

a) Doua sisteme conectate in
serie si sistemul echivalent.

he (t) =y (1) hy (t)
He(s)=Ha(s)-Ha(s).

L |:H1(S)
X(s) Hy(s) Z(s) Ho(s) Y(s)=Hy(s)Ha(s)X(s) X(s)

Yi(s)

Ha(s)

Yo(s)

Y(s)

—

X(s)

He(s)=Hy(s)+Ha(s)

b)

Y(s)=Hx(s)X(s)

b) Doua sisteme conectate in
paralel si sistemul echivalent.

h

(t)=h(t)+ho(t)

Hq (5)= Hu(s)+ Hals)
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