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1 Transformata Laplace

Transformata Laplace generalizeaza ideea transformatei Fourier in tot planul complex.
Pentru un semnal x(t) spectrul sau transformata Fourier este

X(w)= _]ix(t)ej‘”’dt

Pentru acelasi semnal x(t) se poate introduce transformata Laplace

ﬁ(x(t))(s) = X(s) = T x(t)e‘”dt; s=0+jo

Pentru o =0 transformata Laplace este spectrul semnalului adica transformata Fourier.

4jo
o=cst

v

_________><______exs_____________

Domeniul de convergenta = domeniul valorilor lui s pt care integrala este convergenta
sau X(s) - finita.
Proprietati DC

1. format din benzi paralele cu axa imaginara j@

2. nu contine nici un pol al transformatei Laplace
3. pt semnale cu Intindere spre dreapta (o subcategorie fiind semnalele cauzale), DC

incepe cu cel mai dreapta pol si se intinde tot spre dreapta Re{s} >0 ) max

4. pt semnale cu intindere spre stdnga (o subcategorie fiind semnalele anticauzale),
DC incepe cu cel mai stanga pol si se Intinde tot spre stanga Re{s} <o

pmin

b

pt semnale cu intindere de la —o la oo, DC este o banda ce nu include poli
semnalele cu suport marginit au transformata Laplace definita in tot planul.
7. sistemul stabil <=> axa jo inclusa in DC.

&

Transformata inversa
1 G+ joo '
x(t)==—— | X(s)"ds,Re{s}eDC
2 o
Integrala se efectueaza pe dreapta paralela cu axa imaginara (o =cst). Mai des se
foloseste metoda descompunerii in fractii simple si inversarea cu ajutorul tabelelor.
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Probleme

1. Transformata Laplace X(s) a unui semnal x(t) este X(s) = S:_—z
(s—-D7(s+3)

Sa se determine x(t) in urmatoarele conditii
a) Re(s)<-3;b) -3<Re(s)<l; c) Re(s)>1.

Rezolvare
X(S):s:r—2:£+ AZ2 E,
(s—1D)°(s+3) s-1 (5_1) s+3
s+2
= B=(s+3)X(s = =-1/16
(s+3)X(s)|_, G-17|_
A =(s—12X(s) :1=s+2 ~3/4
s=1
Alzi[(s—l)zX(s)} =w ~1/16
ds ol (s+3)° |
s+2 _1/16  3/4 _1/16

X(s)

T (-1 (s+3) sl +(S_1)2 st3

: 3 = L S B R
a) DC:Re(s)<-3 => x(¢) = 16e0'( 1) 4teO'( t)+16e o (1)
b) DC: -3<Re(s) <1 =>x(t) = —ieta(—t)—iteta(—t)—ie_3’0'(t)
16 4 16

c) DC:Re(s)>1=> x(¢) = %e’a(t)Jr—te’O'(t)——e_3t0(l‘)

Verificati expresia lui x(t) folosind mediul Matlab (doar pentru semnale cauzale):

>> syms S
>> L=(s+2)/((s=-1)"2* (s+3))
>> ilaplace (L)

2. Functia de transfer a unui sistem liniar invariant in timp si cauzal este data de expresia

s+2

H(s)=
) sT+2s5+2

aplica semnalul x(¢)=e .

Rezolvare

p(1)=x(0)* () Y (5)= X (s)-H s)

. Determinati si desenati raspunsul sistemului, daca la intrarea sa se
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s+2 s+2
H(s)= = cupoli complecsi s, =—1+ ] =>0c =—1
() S2+2S+2 (S—Sl)(S—Sz) p p s 1,2 .] pmax
A
ol
dert kDG penriy His)
_2 : ........................................
O— e ey
e
Ko

Sistemul este cauzal: DC este Re{s} >—1

>0

x(f)=e 2 = € =eYo(t)+e*o(~t

= =i 2 e () rea()

= X(s)= L1 . 2_4 cu DC: -2<Re(s)<2
s+2 s—-2 s°—-4

—4 s+2 —4
Y(S)ZX(S)-H(S):(S2_4) (S2+2S+2):(S—2)(S2+2S+2)

Domeniul sau de convergenta este intersectia DC pentru H (is) si DC pentru X (s):
—1<Re{s}<2
—4 A Bs+C
Y(s)= = +
(S) (s—2)(s2+25+2) s—2 §7+25+2

=> A(s” +25+2)+(Bs+C)(s—2)=—4

=s=2,A=-2/5
s=0, C=28/5
s=1,B=2/5
2 1 2 s+4 2 1 2 s+1 3
= Y(S)z__ te 2 =% te PR 2
S5s=2 Ss +2s5s+2 55s-2 5 (S+1) +1 (s+1) +1

=> y(t) = %ez’a(—t) + %[e’ cost+3e” sin t] o(1)

3. Fie un sistem liniar, invariant in timp si cauzal a carui functie de sistem H(s) are

constelatia de poli si de zerouri din figura:
A
jo
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a) Sa se indice toate regiunile de convergenta posibile; b) Indicati in fiecare caz daca
sistemul satisface sau nu conditiile de stabilitate si/sau cauzalitate.
Rezolvare.
Re(s)<-3 -> sistem anticauzal si instabil,
-3<Re(s)<-1 -> sistem instabil,
-1<Re(s) -> sistem cauzal si stabil.

4. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati ale transformatei Laplace: a) deplasarea in
domeniul timp; b) deplasarea in domeniul s; ¢) scalarea in timp x(at); d) convolutia in
domeniul timp; e) derivarea in domeniul s. Tema

5. Fie un sistem obtinut prin conectarea in cascada a doua sisteme liniare si invariante in
timp ale caror functii de transfer sunt Hi(s) si H2(s). Daca functia de transfer a sistemului
echivalent H(s) este unitara, sistemul descris de Hz(s) se numeste sistem invers sistemului
descris de Hi(s).

a) Sa se determine relatia de legatura intre Hi(s) si Ha(s).

b) In figura este prezentata constelatia de poli si zerouri a lui Hi(s), corespunzétoare unui
sistem cauzal si stabil. Sa se determine constelatia de poli si zerouri pentru functia de
transfer a sistemului invers asociat.

¢) Sa se determine ha(t), raspunsul la impuls al sistemului invers in ipoteza ca este stabil.
d) sa se demonstreze ca raspunsul la impuls al sistemului echivalent h(t) este identic cu
o(t). Tema

A
JO

6. Un SLIT cu intrarea x(t) si iesirea y(t) este descris de ecuatia diferentiala:

d’y ., dy
—+2—-3y=x
at a7
a) Determinati H(s), functia de transfer a sistemului. Schitati constelatia de poli si

zerourl.
b) Determinati h(t) daca — sistemul este stabil; - sistemul este cauzal; - sistemul nu
este nici stabil nici cauzal.

Rezolvare.
a) ix(t)(—)SX(S); d—zx(f)HSZX(S)'
dt dl‘2
1 1 A B
= Y +2sY -3V =X = H(s)= = -
> §°Y +2s > (S) 21253 (S—l)(S+3) S—1+S+3
I 1 1 1
A=(s-NH = | =_": B= 3H =— ==
(s—=DH(s)| e s (s+3) (S)L:fz s—1_, 4
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w3 L)

4jo
3 1 °
ZaN 7oy >
b) sistem stabil <=>DC: -3<Re(s)<l, h(t)= —%eta(—t) —ie“a(t)

1

sistem cauzal <=> DC: Re(s)>1, A (t) = %e’a(t) —Ze"3ta(t) (instabil)

Verificati expresia raspunsului la impuls folosind mediul Matlab:

>> syms S
>> L=1/4/(s-1)-1/4/ (s+3)
>> ilaplace (L)

sistem instabil,anticauzal <=> DC: Re(s)<-3, h(t)= —% do(—t)+ 1 eo(-t)

7. Un SLIT are raspunsul: y(t)=(2€"’ —26‘4’)0(0 daca la intrare se aplica semnalul

x(1)= (e_t +et )a(t).
a) determinati raspunsul in frecventa al sistemului, H (co)

b) determinati functia pondere a sistemului, h(t)
c) care este ecuatia diferentiala care descrie sistemul,
d) dati o implementare posibila a sistemului.

Rezolvaie. , , o .
2 Y(S)_m_s+4 X(S)_m+s+3’
Y(s) 6 (s+1)(s+3) 3(S+3) . . i
H(s)= X0) = G(4) 2(5+2) = G264 DC: Re(s)>-2, sistem cauzal
3 3 3( 'a)+3)
H(@)=H(), = o D) err 4]
b) H(s)z 3(s+3) A B

(s+2)(s+4) _s+2+s+4
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3(s+3 3 3 s+3 3
A:(S+2) v:72= i+4) —5 B:(S+4) (+2) =5
3 1 1 3
H = — h = — 4t
(S) 2(S+2+S+4j(_> 2( )O-(t)

Verificati expresia raspunsului la impuls folosind mediul Matlab:

>> syms s
>> L=(3/2)/(s+2)+(3/2)/ (s+4)
>> ilaplace (L)

M
k
N M Y(S) Zbks
¢) Ecuatia diferentiala Zak Zb LIEIPIN H(s)= = £=0
k=0 =0 X(S) Za o
k
k=0
=> y"+6) +8y =3x"+9x
d) Se foloseste una din cele 2 forme canonice de implementare:
a,y+a,y'+a,y" =bx+bx"+b,x"
aOJ.y+a1y+a2y' :bojx+b1x+b2x’
aO'Uy+a1J-y+a2y =b0'[_[x+b1_[x+b2x
= y=— [b ”x+b Ix+b xX— aOJ.J.y alij
Forma canonica 1 Forma canonica 2
1/az
X b WA . y X 1/ b
> > > N a2 2 y
IS ety
J J e
b, AN @ A&, N
i N N Il \V N
bo -ag, -a0 bo
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X—@—lﬁ

A

M 0 30m L
NV —
-8 9

8. Pentru sistemul liniar si invariant in timp cauzal cu rdspunsul in frecventa

)= T+ jo
H( ) (4+ja))(1—a)2+ja))

a) determinati h(t),
b) dati o structura de implementare constand din doua sisteme conectate in cascada,
¢) dati o structura de implementare constand din doua sisteme conectate in paralel.

Rezolvare.

2) H(s)=H(a)) _ s+7 A Bs+C

s=jo (S+4)(S2+S+1) B s+4 s +s+1

3

s+7

A:(s+4)H(s)

s=4 s2+s+ls=74:E
s=0 => (C=22/13 => B=-3/13.
H(s)=2| -2 |= 3
13| s+4 s +s+1 13| s+4 ( 1) 3
s+— | +=
2) 4
1 22 1
1 ) 32
H(s)== - 2 + 2
13| s+4 1 3
s+— | += +- | +=
2 4
H(S):i L 2 L4712 2 :
13)s+4 (1Y 3 63/ 1V (5
S+— | +| —
2 4 2 )

3 3 g N3 347 p B3

_ —4¢ - N -~ N
h(t)—13e o(r) 13e cos 5 ta(t)+13 3\/§e sin > to (1)
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Verificati expresia raspunsului la impuls folosind mediul Matlab:

>> syms s
>> L=(s+7)/(s+4)/ (s"2+s+1)
>> ilaplace (L)

s+7 _ 1 s+7
(s+4)@2+s+1) s+4 52 +s+1

b) H(S)=

=H,(s)H,(s)

Pentru Ha(s): ayy+a,y' =bx+bx sau 4y+y'=x, =>a,=4,a,=1, b, =1
Pentru Ho(s): a,y+a,y' +a,y" =bx+bx"+b,x" sauy+y'+y"=x"+7x
=a,=LlLa =1,a,=1, by=7,b =1

X 1 u 1

—’69—’_| U
1 1 Y

-4 u () < > C%
-l N
22
301 STy i y
H —_—— — =
) H(s) 13| s+4 s +s+1 «(8)+ 1, (s)

Primul sistem Ho(s) = a, =4,a, =1, b, =1, ca si Ha(s)
Al doilea sistem Hg(s) = a, =1L, =l,a,=1, b, =-22/3,b, =1

Ha(s)

E— SPannd

Hp(s)
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_________________________________

! 1/a=1 !
VA I |
NP Hafs)
i -a1=-4 i
L e }

X 313 : y
— T
N S
1 [ |
oy [ bt N 5
EANV A N |
i ag=-1 | bo=-22/3| Hp(s)

9. Fie sistemul din figura:
(O I N
i(s Li(s
X c—L- — y
X(s) ) 12@? . Y(s)

a) sa se determine functia de transfer a circuitului, daca R=100k Q, C=10pF.
b) Ce tip de caracteristica realizeaza acest circuit? Sa se determine factorul de
calitate Q, amplificarea si pulsatia de rezonanta naturala @, .

c) Sa se determine raspunsul sistemului la un impuls unitate, respectiv la un semnal
armonic x(7)= A4, cosayt .

Rezolvare.

A(s)z%s):sCY(s);

R
—~~
)
~
|
!
—~~
©
—
VR
=
+
N—
o
—~~
)
~
Il
!
—~~
©
~
—~~
—
+
A
=
~—
Il
—~
[
+
A
=
~
o)
a
~
—~
©
~—
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X(s)=1,(s)R+1,(s) lc =[(sCRY +35CR+1]7 (s)
s
=> H(s)= r_ ! =— 1 , pentru RC=1 (filtru trece-jos)
X s*(CRY +3s(CR)+1 s*+3s+1
b) H ( ) ! 4 => A=1, amplificare la joasa frecventa

-’ +3]a) ) - +2jéon,
0= % =0.33, factorul de calitate, @, =1pulsatia naturala

I 1 3445

s2+3s+1_(s—sl)(s—s2)’ 2= 2

C) H(s):

1| 2 1 5

W 3B S
1| _ 2 15

T 3-(3+4) 55

s=5 S — S2

=> B:(S—SZ)H(S)

o S Sl =S,
=5

= h(1)="2[e o (1)-eo(1)]

Raspunsul sistemului la impulsul unitate, x(7)=&(¢) => y(¢)=h(¢)

Sl

Raspunsul sistemului la x(7) = 4, cos ayt =>

y(t)=4, ‘H(a)0 )‘ cos(a)ot +arg {H(a)o )})

H (o) = ! = |H (@,)|=

\/(l ~o’ )2 +90°

arg {H(a))} = —arg{l—a)2 +3ja)}

1

\/(1 -, )2 +9w,’

Daca |a,| <1 atunci arg{H(a)O)}:—arctg 36002

l1-w,
Daca |a,|>1 atunci arg{H(a)0 )} = 77 +arctg 1
. . Sjo+7
10. Pentru un SLIT raspunsul in frecventa este (a)) = 5 .
(ja)+4)((ja)) +ja)+1)

a) Sa se determine raspunsul la impuls al sistemului h(t),

10
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b) Dati o structura de implementare a sistemului.

Rezolvare.
S5s+7 1 s+2
H = = —
D H(s) (s+4xsz+s+0 514 S s+l
A 3
1 2 4

h(t) = —e“”o-(t) +e? cosgtc(z‘) +2e? singta(z‘)

Verificati expresia raspunsului la impuls folosind mediul Matlab:

>> syms s
>> L=-1/(s+4)+(s+2)/ (s"2+s+1)
>> ilaplace (L)

Ss+7 _ Ss+7
(s+4)(s2+s+1) S +552 +5s5+4

b) H(S):

b1=5, bo=7

az=1, ax=5, a1=5, ap=4

sau: y"+5y"+5y +4y=5x"+7x
tema

11




