Stabilitatea sistemelor liniare si
invariante in timp

In continuare ne vom referi la sisteme liniare si
invariante in timp cauzale.

Rolul criteriilor de stabilitate este de a localiza amplasarea polilor functiei de transfer
a sistemului analizat fara a rezolva ecuatia numitorul functiei de transfer egal zero.
Exista doua categorii de criterii de stabilitate : algebrice si topologice.




Analiza stabilitatii sistemelor cu
reactie negativa
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Sistem ce mentine pozitia unghiulara
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Perturbatii (miscari ale platformei) = nici o reactie 3

Luam ca exemplu un sistem electromecanic, un motor electric care trebuie sa
mentina unghiul unei platforme pe care se afla un telescop (figura din stanga).
Tensiunea v(t) se aplica motorului de current continuu, ce roteste prin intermediul
unui angrenaj, platforma. Unghiul (pozitia unghiulara) platformei este 0(t). Schema
bloc a sistemului este reprezentata in figura din dreapta. Se aplica motorului o
tensiune si motorul roteste platforma pana ce unghiul 6(t) are valoarea dorita.
Reglajul fin al unghiului este dificil de obtinut. Pe masura ce ne apropiem de
valoarea dorita a unghiului ar trebui ca motorul sa se roteasca mai incet (cu viteza
unghiulara mai mica), pentru a nu risca depasirea pozitiei dorite.




Sistem in bucla inchisa
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Se cunoaste doar unghiul dorit 6p dar nu si structura sistemului cu reactfe

O varianta mai buna pentru reglaj este cea din figura, cu schema bloc
corespunzatoare. Aceasta este o schema cu reactie negativa. Tensiunea ce
comanda motorul este proportionala cu diferenta intre unghiul dorit 6, pentru
platforma, si unghiul curent al platformei 6(t): 65- 6(t). Unghiul dorit se fixeaza de la
un potentiometru ce furnizeaza tensiunea K;6. Un al doilea potentiometru ce se
misca solidar cu platforma, furnizeaza tensiunea K,6(t). Cele doua tensiuni se
compara si se genereaza un semnal de eroare K,[0p -6(t)]. Dupa amplificare, acest
semnal de eroare comanda motorul de curent continuu .

Primul sistem (pe slideul anterior) este in bucla deschisa; acest al 2lea sistem este
in bucla inchisa. Un sistem in bucla deschisa daca este perturbat, in sensul ca
platforma se roteste putin, nu reactioneaza. Daca insa sistemul in bucla inchisa
este perturbat, apare imediat un semnal de eroare ce corecteaza pozitia platformei
inlaturand astfel perturbatia (nedorita). Nu este necesar la sistemul in bucla inchisa
sa cunoastem structura sistemului si nu trebuie sa il urmarim ca evolutie; este
necesar sa fixam doar unghiul dorit.




Avantajele sistemelor in bucla inchisa

Insensibilitate la perturbatii,

Nu e necesar sa avem cunostinte amanuntite despre sistem.
Aplicatii ale sistemelor in bucla inchisa

Controlul proceselor chimice,

Controlul temperaturii, m
Sisteme aerospatiale. \;f 7
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E‘;ﬂ?:ﬂl\) Exemplu de sistem

mstabil, ce poate fi
stabilizat prin reactie
negativa.

Insensibilitatea sistemelor in bucla inchisa la perturbatii si faptul ca nu e necesar sa
avem cunostinte amanuntite despre sistem sunt doua dintre avantajele importante
ale reactiei (negative)




Sisteme analogice (cauzale)
* stabilitate stricta
— Polii functiei de transfer situati in semiplanul stang

* Stabilitate in sens larg
— Poli simpli pe axa imaginara jo, Re{s}=0

Sisteme digitale (cauzale)

» stabilitate stricta
— Polii functiei de transfer situati in interiorului cercului

unitar
» Stabilitate in sens larg
— Poli simpli pe cercul unitar

Recapitularea stabilitatii pentru sisteme cauzale analogice respective digitale




Alte criterii pentru stabilitate BIBO

* Numitorul Q(s) al functiei de transfer
H(s)=P(s)/Q(s) sa fie polinom Hurwitz
Polinomul Q(s) cu coeficienti reali care are toate
radacinile in semiplanul stang al planului complex.
se numeste polinom strict Hurwitz,
Daca are radacini simple pe axa imaginara, atunci
este un polinom Hurwitz in sens larg.

Toti coeficientii unui polinom strict Hurwitz sunt strict pozitivi.
Toti coeficientii unui polinom Hurwitz in sens larg sunt pozitivi.

Aceste conditii nu sunt si suficiente. 7

Vom prezenta, fara demonstratie, un singur criteriu de stabilitate algebric, intitulat
criteriul lui Hurwitz. Acesta ne permite sa stabilim ce semn are partea reala a polilor
functiei de transfer a sistemului analizat, pe baza calculului unor determinanti. in
conformitate cu definitia de mai sus, un polinom cu coeficienti reali care are toate
radacinile in semiplanul stang al planului complex se numeste polinom strict
Hurwitz. Daca exista radacini simple pe axa imaginara polinomul se numeste
Hurwitz in sens larg. E suficient ca polinomul de la numitorul functiei de transfer a
unui sistem liniar si invariant in timp continuu sa fie (strict) Hurwitz pentru ca acel
sistem sa fie (strict) stabil.




Criteriul de stabilitate al lui Hurwitz

Conditia necesara si suficienta ca toate radacinile ecuatiei :
O(s)=as"+as" "' +..+a,_s+a, =0 a, >0

sa aiba partea reala strict negativa este toti determinantii

minori principali in diagonala ai determinantuluiA, sa fie

strict pozitivi.

n-1

a a, a, a, 0
a & a, a 0
0 a a a 0
A,=|10 a, a, a, 0
0 0 a a, 0
0 a,

Enuntul criteriului de stabilitate Hurwitz este cel de mai sus.
Exista n minori principali in diagonala ai determinantului An.
A1=a1,

A2=a1a2-a0a3, ...




Determinantul A are » linii si n coloane. Stricta
pozitivitate a minorilor asigura stricta stabilitate a
sistemului care are la numitorul functiei de transfer
polinomul O(s).

Daca unul dintre minori este nul atunci sistemul este
stabil in sens larg.

Daca unul dintre minori este negativ atunci sistemul
este instabil.

Daca unul dintre minori este nul atunci sistemul este stabil in sens larg. Daca cel
putin unul dintre minori este negativ atunci sistemul este instabil.




Exemplu

Se analizeaza stabilitatea sistemului descris de ecuatia diferentiala:

d’v(t) d'v(t dv(t d*y(t (¢
W) A0 (W) () o) )= ane)
dt’ dt dt dr* dt .

cu conditii initiale nule. Functia de transfer a sistemului

2

H(s)=— =

S rst 75 1457 +10s+3

Coeficientii polinomului O (s) sunt:
a,=1,a=1a =7, a,=4, a, =10 s1a, =3, strict pozitivi.
Sistemul s-ar putea sa fie stabil.

Se aplica criteriul lui Hurwitz, n =35.

Acesta este un exemplu
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1 4 3 0 0
1 7 10 0 0
A, =10 1 0
0 1 10 0
0 0 1 3
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A, >0, k= 1.5 = sistem strict stabil
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Sisteme liniare cu reactie negativa

X(s) Es) [HE] v, X@ E@  |H@)| Y@
() ¥ GO o0 ) 577 6o 1D Torm)
G(s) R(z) |G(z)

a) (o) 1) b) A EL

*Functii sistem ale caii directe (Forward-path): H(s) sau H(z)

*Functii sistem ale caii inverse (Negative feedback, feedback path): G(s) sau G(z)

+Functii sistem in bucla deschisa (open loop): H(s)G(s) sau H(z)G(z)

*Functii sistem in bluca inchisa (Closed loop) :

Q(S)Z Y(.S') _ H(.S) Y(Z) H(
X(s) 1+H(s)G(s)

Sistemul 1n bucla inchisa este strict stabil daca :

- polin sunt i semi-planul stang (sisteme analogice) 12

- polit sunt mn interiroul cerculur unitar (sisteme digitale)

Asa cum s-a invatat la cursurile anterioare, ca de exemplu Circuite electronice fundamentale, in
electronica se folosesc numeroase sisteme liniare cu reactie negativa. Structura unui sistem liniar cu
reactie negativa in timp continuu este prezentata in figura a) iar structura unui sistem liniar cu reactie
negativa in timp discret este prezentata in figura b). Vom presupune in acest capitol ca sistemele
sunt cauzale ca urmare a faptului ca reactia se aplica unor sisteme fizice.

Ambele scheme au cate 2 ramuri. Ramura de sus formeaza calea directa iar ramura de jos formeaza
calea de reactie. Reactia se numeste negativa deoarece semnalul de la iesirea cdii de reactie se
scade din semnalul de intrare. Daca se intrerupe reactia la cea de a doua intrare a sumatorului,
atunci se obtine un sistem in bucla deschiséa. La intrarea sistemului in bucla deschisa se gaseste
semnalul x iar la iesirea sa semnalul r.

Daca sistemul in bucla deschisa este instabil, prin inchiderea buclei de reactie se poate obtine un
sistem in bucla inchisa (cu reactie) stabil. Acesta este unul dintre beneficiile reactiei negative. Cu
notatiile din figurd putem stabili functia de transfer a sistemului in bucla inchisa. Folosind
transformatele Laplace (respectiv z) ale semnalelor din figuri, putem scrie expresia transformatei
Laplace (z) a semnalului de la iesirea sumatorului ca E=X-R.

Transformata Laplace (z) a semnalului de la iesirea sistemului de pe calea directa, care are functia
de transfer H, este Y=EH.

Transformata Laplace (z) a semnalului de la iesirea sistemului de pe calea de reactie, care are
functia de transfer G, este R=GY. Substituind R se obtine E=X-GY. Substituind aceasta expresie a lui
E in ecuatia Y=EH se obtine Y=(X-GY)H.

Impartind in ambii membri cu X se obtine Y/X=(1-GY/X)H, sau (Y/x)(1+GH)=H, adica
(Y/X)=H/(1+GH), care reprezinta functia de transfer a sistemului in bucla inchisa notata aici cu Q.

12




Y(s) H(s) CY(z) H(z)

O(s)= (o)~ LT —
X(s) 1+H(s)G(s) X(z) 1+H(z)G(=2)

eProdusul H(s)G(s) : functia de transfer in bucla deschisa.

oSistemul in bucla inchisa este strict stabil daca radacinile ecuatiel

1+ (s)=0 au partea reala strict negativa.

» Sistem in bucla deschisa:

1 H(s) 1 ‘ H(z)
Go) L) Gpp) LD
L(s)=H(s)G(s) | G(s) L(z)=H(z)G(z) | G(z)
(l(t)=h(t)*g(t)) (g(t)) (l[n]=l|[11]»|=g[n]) (g[n])
a) b)

* Functia de transfer in bucla deschisa
L(s)=H(s)G(s) L(z)=H(z)G(z)

In bucla deschisa, E=X, Y=HE=HX, R=GY=GHE adicd R=GHX. Functia de transfer
in bucla deschisa este (R/X)=HG si se noteaza cu L.

Deci la numitorul functiei de transfer in bucla inchisa apare functia de transfer in
bucla deschisa.




Cateva aplicatii si consecinte ale
reactiei

Sistem Invers: Cunoscand sistemul direct P(s); se doreste
sintetizarea sistemului invers 1/ P(s).

-sistem cu reactie in care: H(s)=K (castigul) si G(s)=P(s).

Functia de transfer in bucla inchisa :

K Y(s)
O(s)=T—>=
1+KP(s)
}_KP(.S' ]‘>>1 1
P(s)
Sistemul in bucla inchisa este chiar sistemul invers al P(s), pentru o 14

valoare suficient de mare a castigului K

Examinam cateva aplicatii si consecinte ale reactiei.

1- Obtinerea sistemului invers: in anumite aplicatii pentru un sistem P(s) se doreste
sintetizarea sistemului invers, 1/P(s). Vom considera sistemul cu reactie din figura,
unde H(s)=K iar G(s)=P(s). Functia sistem a sistemului cu reactie se poate scrie ca
in prima relatie; Daca facem céastigul (amplificarea) destul de mare, astfel incat
|KP(s)|>>1, atunci Q(s) devine 1/P(s). Se vede ca sintetizarea sistemului invers
impune doar un castig K suficient de mare fara ca valoarea sa efectiva sa fie
importanta. Este posibila recurgerea la un amplificator operational pentru realizarea
castigului K.




Exemplu

O valoare mare a castigului K poate fi obtinuta cu ajutorul unui amplificator operational.
Exemplu.

Sistemul direct: derivator implementat cu ajutorul unui condensator (curentul prin
condensator este proportional cu denivata caderii de tensiune de pe condensator
P(s)=sC).

Y(s) 1

Sistemul invers: trebuie sa fie un integrator, Q(s) =

X(s) sRC

e Y(s)
Y(s)
P(s) i.\'(ﬂ
<

Este posibila recurgerea la un amplificator operational pentru realizarea castigului K.

Integratorul este un exemplu din aceasta categorie. Curentul printr-un condensator
este proportional cu derivata tensiunii de la bornele sale. Conectand condensatorul
in bucla de reactie, ca in figura, se obtine un integrator, pentru care se poate scrie
Q(s) ca in relatie.

Desi ne referim numai la sisteme liniare, aceasta structura poate fi folosita si pentru
inversarea unor neliniaritati. Sisteme pentru care marimea de iesire este logaritmul
marimii de intrare se pot implementa utilizand caracteristica de tip exponential pe
care le prezinta diodele (caracteristica curent-tensiune).

15




Compensarea unor caracteristici
neideale ale unor elemente de circuit

Castig constant intr-o banda de frecvente pomind de la un amplificator cu ‘H {o))‘

variabil in acea banda.

H(s) s=/> . H(jo)
g Q(J(’)):,i,
1+1\H(s) 1+AH(]0))

Castigul in bucla deschisa: KH (o)

Pentru G(s)=K = 0(s)=

Daca in banda de frecvente de interes : |]\H (jo )| > 1 atunci

. . . . 1
castigul in bucla inchisa: O( jo)=0(®)= — =cst

De obice1 K<1 (deoarece castig constant este
obtinut numai la atenuatoare) = Q(w)>1.

Rezulta ca
. 1 .
|H((.))‘ > ' O(®). deci se cere

castigul in bucla desclusa > castigul in bucla inchisa

Sa consideram cazul realizarii unui castig constant intr-o banda de frecvente
pornind de la un amplificator pentru care |H| nu este constant in banda data.

Daca H(s)-raspunsul amplificatorului iar G(s)=K atunci Q(s) se poate scrie ca in
prima relatie. Pentru s=jo, avem raspunsul in frecventa al sistemului Q(jo) ca in a
doua relatie. Daca in banda de frecvente de interes avem satisfacuta conditia

| KH(jw)|>>1 (relatia a treia) atunci Q(jo) satisfice conditia din a patra relatie, fiind
practic o constanta.

De obicei numai la atenuatoare K<1 se obtine castig uniform, si deci Q(jo)>1.

Uniformizarea castigului Q(jo) in banda implica ultima relatie: modulul lui H(jo) este
mult mai mare decat 1/K, asa ca se cere un castig in bucla deschisa mult mai mare
decat cel realizat in bucla inchisa.

16




Stabilizarea sistemelor instabile,
Exemple

+ Sistemele instabile pot fi incluse in bucla inchisa pentru
stabilizare (ex: zborul unei rachete pe o traiectorie)

* Exemplul #1 Sistem cu reactie proportionala
b :
,a>0 G(s)=K
— a si. G(s)
__H(s) _ b
= O0)= k() " 5=(a=Kb)

Pol: 5, =a—Kb e semiplanul stang, daca Kb>a

H(s):

—>sistem stabil. Marimea de reactie este proportionala cu
marimea de iesire (G(s)=K) 17

17




Al doilea exemplu

b

s”+a

Functia de transfer a oscilatorului are poli simpli pe axa imaginara: H (s) =
in cazul unei reactii proportionale G (s) = K, sistem in bucla inchisa
b
Os)=5———-
s-+(a+Kb)

2
Dy

sistemele de ordinul 2, O, (s)=— — sunt stabile daca o, >0 si daca & >0,

57 + 2805+ @f
adica daca exista atenuare.
Analizand comparativ Q(s) si O, (s) rezulta ca nu putem influenta prin reactie
proportionala decat mé deoarece & =0.
Nu vom putea deci stabiliza oscilatorul numai prin reactie proportionala.
De aceea includem in bucla de reactie si 0 componenta derivativa.
G(s)=K, +K,s.
0(s)=5———" .
s° +bK,s+(a+KD)
Sistemul in bucla inchisa este stabil daca a + Kb > 0 si bK, > 0.

18




Al treilea exemplu

H(_-)—1 i-*l G(z)=2pz""
0(x)=—re)____ 1

. . 1
Stabilitatea se obtine daca ‘ <l 5 <p<l.

“p

1-2z1

2pz!

O
y[n]
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Sisteme cu urmarire (tracking)

* Pilotul automat: intrarea este ruta dorita.
lesirea este ruta reala a avionului.

Disturbance
d(t)

x(1) e(t) |Controller | ¢t | Plant /j_\ ¥(t)
‘_‘<'P—‘+_ He(s) Hp(s) I/ Cazul
analogic

a)

Disturbance
am
x[n] e[n] |Controller ¢[n] _ | Plant g v[n] Cazul
N\ Helz) | Hplz) \IJ digital
b)
Plant - Sistem de automatizat; 20

Controller - compensator

Primul exemplu al pozitionarii telescopului descrie un sistem in care iesirea
urmareste intrarea. Daca ne referim la un pilot automat, intrarea este constituita din
ruta dorita sistemul cu reactie actioneaza asupra carmelor, eleroanelor, motoarelor
s.a. astfel incat iesirea, adica drumul efectiv al avionului sa fie identic cu cel impus
prin intrare. Daca ne referim la figura, Hp este functia sistem a unui sistem
automatizat (plant) iar Hc este functia sistem a unui compensator (controller).




x[n] e[n] |Controller | ¢[m] _ | Plant | yn]
+_? Helz) ~ | Hp(z) T

1S9

Pentru: H(z):HC(z)Hp(z) Fara perturbari.
},r(z)_%)((z); cu E(z)H(z)=Y(z)
__X(2)
éE(z)fm
) o X (e
Pe cercul unitar: E(e"’“ ) = %

Eroarea trebuie sa fie neglijabila:
e[n]=0,E(e"?)z0= |H(e’0‘)| mare

O performanta buna de urmarire se obtine la un castig global foarte mare.
21

Fara perturbatii se poate scrie H(z) ca in primele relatii.
Evaluand functiile pe cercul unitar, obtinem raspunsurile in frecventa
corespunzatoare E(el?). O performanta buna de urmarire inseamna o eroare de

urmarire mica, e[n] aproape de zero, sau E(ei®) zero. Aceasta implica modulul
raspunsului in frecventa al sistemului, H, sa fie de valoare foarte mare.

Se poate deci trage concluzia: performante de urmarire bune se obtin daca castigul
global este foarte mare.




» Erorile modelate prin perturbatia d[n]

H(z)

. H(2) ~
Y() 1+ H(z)

TLeH(9) PE)

X(z)

» Erori mici inseamna castig mic:  |r(e”)|

 Castigul trebuie sa fie mare (la frecvente
joase) si mic (la frecvente inalte)

Disturbance
d[n]

x[n] e[n] | Controller | ¢[n] _ | Plant /_%_\ y[n]
+§->_ He(z) | Hp(z) L/
22

h)

Pentru a nu avea influente prea mari ale perturbatiei, D(z) , este bine ca |H(ei?)| sa
fie mic. Aceasta intra insa in contradictie cu conditia ceruta pentru o urmarire buna.
De aici se poate trage concluzia ca |[H(el?)| trebuie sa fie foarte mare dar nu mult
prea mare.

Trebuie mentionat ca, de obicei, |X(ei?)| este semnificativ la frecvente joase, iar
|D(ei?)] este semnificativ la frecvente mai mari. De aceea castigul |H(ei?)| trebuie sa
fie foarte mare la frecventele joase si cat mai mic la frecventele inalte.




Instabilitati cauzate de reactie

| — . 'I‘.‘
0000 e |
i j

Amplificator

Microfon
La microfon nu ajunge numai semnalul vocal ce provine de

la vorbitor ci si un semnal nedorit de la difuzor. Apare astfel

o bucla de reactie. Daca faza celor doua semnale este potrivita

se produce intarirea sunetului generat de difuzor, pana la

saturatia acestuia.

K, —amplificarea,

K, —atenuarea datorata propagarii sunetului prin aer.

T'- durata propagarii semnalului de la difuzor la microfon.

Consideram un sistem audio cu reactie, cum este cel prezentat in figura. La
microfon nu ajunge numai semnalul vocal ce provine de la vorbitor ci si un semnal,
nedorit, de la difuzor. Apare astfel o bucla de reactie. Daca faza semnalelor este
potrivita, se produce intarirea sunetului generat de difuzor, pana la saturatie.

23




intrari audio iesiri la difuzor
totale la microfon

o XeHoETYE T SR XeHeTTyE  Lopdepsker
o K; Y0 x(t) HE=| ()
neid® Y(s) X(s) K Y(s)
o o T G~
K& Tyl K Ty e

intrari audio de la difuzor (nedorite)

_ K
1=K Ko %
< (5>0= K,K, > 1- conditie de instabilitate ).

= 1-KK,e T =0 o T =Kk,

O(s)

Pe masura ce distanta dintre difuzor s1 microfon creste, atenuarea

datorata aerului creste si1 dec1 K, scade, sistemul putand deveni stabil.

24

Modelul sistemului pentru cazul aparitiei instabilitatii este cel din figura, unde K1
este amplificarea, iar K2 provine din atenuarea datorata propagarii sunetului prin
aer. T este durata propagarii semnalului de la difuzor la microfon.

Daca produsul K1K2 este supraunitar, sistemul devine instabil. Pe masura ce
distanta dintre difuzor si microfon creste, atenuarea datorata aerului creste si deci
scade, sistemul putand astfel sa devina stabil.
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Metoda locului radacinilor
(Root-locus method)

 Polii sistemului cu reactie se reprezinta in
functie de castigul K.

 cazul simplu: polii sunt cunoscuti
« Exemplu #1, sistem digital

1 z 4 2B
= = : =2 l:—
H(z) 1-2z7 z-2’ G(2)=2pz z
1 z JvAIm
=0(z)= =
O T2 2 20p)
=z,=2(1-P)
Sistem stabil daca |zp|<1<:>l<|3<l
2 2

Am vazut in exemplele anterioare, exista sisteme in bucla inchisa in care exista un
castig reglabil K constant in raport cu frecventa. Suntem interesati sa determinam
cum se misca polii sistemului in bucla inchisa, in planul complex, ca urmare a
modificarii castigului K. Pozitia polilor ne va da informatii cu privire la valorile admise
ale K pt ca sistemul in bucla inchisa sa ramana stabil. Descriem metoda pentru
examinarea locului radacinilor (poli ai sistemului) in planul complex in functie de un
castig reglabil- metoda locului radacinilor.

Ea presupune doar functiile sistem in bucla inchisa Q(s) sau Q(z), sa fie fractii
rationale, in s respectiv z.

in exemplul considerat 3 este castigul reglabil. In figura se arata locul geometric al
polului pt diverse valori ale castigului . Polul este in interiorul cercului unitar (caz in
care sistemul este stabil ) pentru intervalul (72,3/2). Pentru celelalte valori sistemul
este instabil




* Exemplu #2, sistem analogic

Sistem stabil daca Re {Sp} <0 p>1
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In al doilea exemplu, avem un sistem analogic, deci polii trebuie sa fie situati in
semiplanul stang pentru a fi stabil, rezulta castigul trebuie sa fie supraunitar.

In planul complex, locul polului este acelasi, doar conditia de stabilitate e alta




H(s)

(b))

Gis)

(2()

X))\ E®) NED
(x(1) "'_+ (e(t) " (b))
R(s) G(s)

b) () (%)

Cazul in care polii nu sunt
cunoscuti

» Sisteme cu reactie cu castig variabil

Y(s)

(v(t) )
Y(s) KH (s)
X(s) 1+KH(s)G(s)
Y(s)
“0) (s) H(s)
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Pentru a face posibila manipularea polilor sistemelor in bucla inchisa au fost
concepute sistemele de reactie cu castig variabil. Acestea se obtin din sistemele cu
reactie negativa prin adaugarea unui amplificator cu castig variabil pe calea directa

(figura a) sau pe calea de reactie (figura b).

In primul caz, functia de transfer pe calea directa devine KH, functia de transfer a
sistemului in bucla deschisa devine KHG si functia de transfer a sistemului cu

reactie devine Q=kH/(1+KHG).

in cel de al doilea caz, functia de transfer a caii de reactie devine kG, functia de

transfer a sistemului in bucla deschisa devine KHG iar functia de transfer a

sistemului in bucla inchisa devine H/(1+KHG). Se constata ca in ambele cazuri, polii
functiei de transfer a sistemului in bucla inchisa sunt radacinile ecuatiei 1+KHG=0.
Prin modificarea valorii lui K (castig variabil) pot fi manipulati polii sistemului in bucla
inchisa si amplasati in semiplanul stang (respectiv in interiorul cercului unitate)

rezultand un sistem Tn bucla inchisa stabil.

In exemplele anterioare pozitia polului a fost usor de trasat deoarece expresia lui a

putut fi stabilita si era si simpla; dar nu este cazul acesta intotdeauna.




Punctele de capat ale locului radacinilor: polii
sistemului in bucla inchisa pentru K=0 s1 |K|=c0

Polii sunt dati de 1+KH(s)G(s)=0

Pentru sistemul in bucla inchisa, polii depind de K:
1
H(s)G(s)=——
(5)6(s) =~
1)Pentru K—0: H(s)G(s)—>1=, solutia ecuatiei data de polii lui H(s)G(s)

pentru: H (s) = : s 5

2) Pentru K—=+», 1/K—0, solutia data de zerourile lui H(s)G(s)
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Este posibil sa se traseze destul de exact locul geometric al polilor fara a se rezolva
expresia polilor. Dezvoltam metoda pt transformata Laplace, dar ea se poate aplica
fara modificari pentru transformata z. Numai conditia de stabilitate se schimba dar
nu si metoda de trasare a locului geometric. Ecuatia care da polii sistemului in bucla
inchisa este in prima relatie respective a doua relatie. Tehnica de trasare a locului
radacinilor (polilor) se bazeaza pe proprietatile acestei ecuatii.

Pentru K->0, rezulta HG->+-infinit, adica solutia ecuatiei este data chiar de polii
produsului HG. In exemplul considerat pentru =0 rezulta s=2.

Pentru K->+-infinit, deci 1/K->0, adica solutia este data de zerourile produsului HG.
Daca gradul numaratorului produsului HG este mai mic decat al numitorului sau,
exista zerouri si la infinit, cum e cazul in exemplul considerat.
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Criteriul variatiei argumentului

ofera o metoda directa de a preciza daca un punct s, ar putea fi un pol al sistemului in
bucla inchisa pentru o valoare oarecare a lui K

+ Keste real, s, poate fi pol al sistemului cu reactie, daca
H(sy)G(sy) este real, adica

iArg{G(s, ) H (s,)! :
G(s9)H (59)=|G(s0)H (s)[” 57N e

— ArElG(s0)H o)} _ 44

= Arg{G(so )H (s )} multiplu de =
—multiplu impar de n = K = _ >0
‘G(So )H (s )‘
1

—multipluparden—=>K=-———<0
G(s0) H (50 )

Daca H(sp)G(sg) nu este real s, sigur nu e punct al locului.
29

Castigul K este real si deci s, poate fi un pol al sistemului in bucla inchisa, adica s
poate fi un punct de pe locul radacinilor daca H(s,)G(s,) este o cantitate reala. Altfel
sigur nu e punct al locului.

Prin urmare se pot scrie primele trei relatii. Astfel rezulta ca argumentul este un
multiplu intreg al lui . Relatia aceasta este criteriul unghiului sau al
argumentului. Ea ofera o metoda directa de a preciza daca un punct s, ar putea fi
un pol al sistemului in bucla inchisa pentru o valoare oarecare a lui K.

Daca argumentul lui H(s)G(s,) este multiplu impar de © atunci exp{jArg H(sy)G(s,)
= -1, rezulta H(sy)G(sy) = -| H(sp)G(sy) |, iar K este pozitiv conform penultimei relatii;

In mod asemanator, daca s, satisfice conditia ca argumentul lui H(s;)G(s,) sa fie
multiplu par al lui T atunci H(sy)G(s,) = | H(s¢)G(sy) |, iar K este negativ conform
ultimei relatii




In exemplul considerat anterior, pentru s,<2, argumentul este -n

2 2 1
Pentru:  H(s)G(s)= S—BZ = — =_E

2
50<2:>Arg{ } =-T
50—2

= castig = ; ‘—2250 = 50 =2(1-P)

So—2

* Locul radacinilor: s, pentru care argumentul
functiei de transfer in bucla deschisa este

« -multiplu impar de & pentru castig pozitiv K>0

* -multiplu par de © pentru castig negativ K<0
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In exemplul considerat anterior, pentru s,<2, argumentul este -r rezulta ca valoarea
lui B pentru care s, este polul sistemului in bucla inchisa este data de penultima
relatie. Rezulta s, conform ultimei relatii, ceea ce s-a obtinut si inainte.




Jo0 & TIm

1 1 20
H(s)= ;G(s)=
(S) s+1 (S) s+3
» Poli reali: :1. o

E¢3 1 0 Re

speR,sq>-1: Arg{G(sO )H(so)} =0=K<0
-3 —1: Ar K - -
so €R,—3 <50 <1: Arg(G(so) H(so )} =-n=>K >0 polii produsului H(s)G(s) si
so € Rysg <—3: Arg{G(sy)H(sy)} =-2n=K<0 procedura geometrica de
evaluare a unghiului
» Poli complecsi. Pt o pozitiv: K>0, pt ® negativ: la fel
@>0:-2n< Arg{G(so)H (sp)} <0= Arg{G(so)H(sy)} =—n=>K>0
0<0.K>0
In semiplanul »>0 : unghiul nu poate fi niciodata un multiplu par de =, asa ca
nu avem puncte ale locului pentru K<0. Putem avea valori K>0

In semiplanul <0 : locul fiind tot mediatoarea segmentului si corespunde tot
unor valori K>0 31

In figura se prezinta polii produsului H(s)G(s) precum si procedura geometrica de
evaluare a unghiului. Cu 6 si ¢ s-au notat unghiurile facute de segmentele ce unesc
punctul sO cu fiecare pol.

Daca s0 este real si s0>-1 rezulta ca aceste puncte corespund unor valori K
negative

Daca s0 este real si -3<s0<-1 rezulta ca aceste puncte corespund unor valori K
pozitive

Daca s0 este real si s0<-3 rezulta ca aceste puncte corespund unor valori K
negative

Examinam puncte s0O din planul s, ce nu sunt pe axa reala (complecsi).

In semiplanul ®>0 : unghiul nu poate fi niciodata un multiplu par de =, asa ca nu
avem puncte ale locului pentru K<0. Putem avea valori K>0

In semiplanul ®<0 : locul fiind tot mediatoarea segmentului si corespunde tot unor
valori K>0




Locul radacinilor este
Q i®AIm marcat cu gri!
1
= Locul
k0 | e radacinilor
ol g t K>0
K R I Re Y
1. (sistem stabil)
'
a) S
1o ATm
K<O0 (s-ar
O-4=I 1 s E—-0 _G._ putea Sa
byl T *  fie instabil)

se vede ca pentru orice K>0 stabilitatea este asigurata, in timp ce pentru K<0
exista riscul destabilizarii.




ve—K i’.i_' i\"f:' ) LT: G(s\H _ s—1
] RN 1P SN (s)H(s) (s+1)(s+3)

10 ATm

In figura a) avem locul
radacinilor pt K>0,
respectiv in fig b) pt K<0.
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Urmatorul exemplu. In figura a) avem locul radacinilor pt K>0, respectiv in fig b) pt
K<O.




Exemplu pentru sistem discret




K>0

Jo A Im

E=48

K=o

CLO P

+ Sistem stabil
pentru Ke(0,48)




Criteriul de stabilitate Nyquist

Utilizarea criteriului de stabilitate Hurwitz presupune cunoasterea expresiei
functiei de transfer in bucla inchisa a sistemului cu reactie. Exista situatii cand
aceasta functie de transfer nu este cunoscuta: i cazul identificarii experimentale
a unui sistem cu reactie, cand pot f1 identificate doar raspunsurile in frecventa H
s1 . In aceste cazuri poate fi folosit criteriul lu Nyquist.

Solutiile ecuatiei H (s)-G(5)= o= depind de valoarea Iui K.

Pot fi determinate valor ale lu1 K pentru care sistemul cu reactie

sa fie stabil. Pe baza criteriulw lw Nyquist pot fi detenminate aceste
valori prin examinarea functiei G( jo)H ( jo). Reprezentarea grafica
in planul s a acestei functii poarta numele de hodograf al lui 7 ( s).

In scopul formularii eriteriulun lur Nyquist se enunta 1n prealabil principiul
variatiel argumentului, care da informatii despre hodograful unei functii

complexe de vanabila complexa.

Criteriul de stabilitate Nyquist ne permite sa localizam amplasarea polilor functiei de
transfer a sistemului in bucla inchisa pe baza analizei hodografului sistemului in
bucla deschisa. in scopul formularii criteriului lui Nyquist se enunta in prealabil
criteriul variatiei argumentului, care da informatii despre hodograful unei functii
complexe de variabila complexa, mai precis specifica de cate incercuieste
hodograful originea planului complex si in ce sens.
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G(jo)- H( jo) cu o modificandu-se de la - la » - hodograf Nyquist al sistemului

in bucla deschisa.

; . : : 1 :
hodograful Nyquist trebuie sa inconjoare punctul de coordonate {- —0] in sens

% . He
anti-orar de un numar de ori egal cu 7, + -

#n; - numarul polilor din semiplanul drept ai lui H(s5)G(s),

7 - numarul polilor de pe axa imaginara ai lui H (s )G(s).
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Criteriul de stabilitate Nyquist
pentru sisteme analogice

Conditia necesara si suficienta ca sistemul in bucla inchisa

considerat sa fie strict stabil este ca numarul de incercuir ale
) 1 )
punctului de coordonate {-E,O) de catre hodograful Nyquust

al sistemului in bucla deschisa H( jo)G( jo) in sens antiorar
cand o se modifica de la - la =, sa fie egal cu numarul polilor

lui H(s)G(s) din semiplanul drept si de pe axa imaginara,

. n
adica cu m,+—<.
2

Sistemul in bucla inchisa este strict stabil daca s1 numai daca numarul de

incercuiri ale punctulu de coordonate (-1/K,0) de catre hodograful Nyquist
H(®)G(jow) al sistemulu in bucla deschisa in sens trigonometric, pentru o £(-00,

o0) , este egal cu numarul polilor lni H(s)G(s) localizat in semiplanul drept.
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Observatii

1. Daca sistemul in bucla deschisa este stabil atunci H (s )G(s) nu are poli

in semiplanul drept si nici pe axa imaginara. Deci hodograful Nyquist al

sistemului in bucla deschisa nu trebuie sa incercuiasca punctul de

coordonate ( - L ,0 ]
K

* *

2. Deoarece /(1) si g(7) sunt functii reale H (- jo)G(-jo)=H(jo) G(jo)
- ‘H(j(!))*‘ G(j(!))*‘ = ‘H(jco)G(jo))‘
si m‘g{H(—j(-))G(—jm)} = m‘g{H(j('))* G(j('))*} = m‘g{(H(j(!))G(j(!)))‘}:

= 7m‘g{H(J'(’))G(j(!))}

Hodograful Nyquist pentru domeniul de variatie a lui @ intervalul (-20,0) se

*

si deci ‘H(—jm)G(—j(!))‘ = H(j(o)* G(jo)

obtine prin simetrie fata de axa reala a planului complex H (s)G(s) din
hodograful Nyquist pentru domeniul de variatie a lui © cuprins in intervalul
(0.2).
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Exemplul #1

1 1 1
G(s)=—: H(s)=——= H(s)G(s)=——————
(s) s+1 (s) 0.55+1 (s)6(s) 0.55° +1.5s+1

Exista doua modalitati de constructie

a hodografului sistemului in bucla deschisa.

Olog |H(m)|

9,

Prima se bazeaza pe caracteristicile Bode
(valotile |H (©)G(o)| si arg{H(0)G(®)})
ale sistemului in bucla deschisa sau

valorile R?IH((‘))G((‘) )} si In.'{H((')]G(G)):.

O(wm)

Fig. 13.2]1 Bode plots G( jo)H (jo)=2/| (jo+1)( jo+2) 40

se prezinta un exemplu de aplicare a criteriului de stabilitate Nyquist. Se considera ca sistemele de
pe calea de reactie respectiv de pe calea directa au functiile de transfer din primele doua ecuatii.
Vom construi hodograful sistemului Tn bucla deschisa. Exista doua modalitati de constructie a acestui
hodograf : in coordonate polare (cu ajutorul caracteristicilor Bode) sau in coordonate carteziene (cu
ajutorul partilor reala si imaginara). Polii sistemului in bucla deschisa sunt -1 si -2, ambii situati Tn
semiplanul stang, deci sistemul in bucla deschisa este stabil. Cele doua sisteme de pe calea directa
si de pe calea de reactie sunt de ordinul intéi si au raspunsuri in frecventa de tip trece jos.
Caracteristicile Bode ale sistemului in bucla deschisa sunt reprezentate n figurile din stdnga (sus de
modul si jos de faza).

Caracteristica de faza a sistemului G(jw) este arg{G(jw)}=-arctg(w) iar caracteristica de faza a
sistemului H(jw) este arg{H(jw)}=-arctg(0,5w). in consecinta caracteristica de faz& a sistemului in
bucla deschisa este arg{W (jw)}=-arctg(w)-arctg(0,5w)
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Deoarece sistemul in bucla
'k o deschisa este stabil pentru
ca si sistemul in bucla inchisa
sa fie stabil este necesar ca

sanu fie incercuit punctul de

O—=0f

-
Re

1
coordonate ( -—,0 J
K

1 1
——<0sau ——>1
K K

K>0sauK >-1adicak >-1.

Pentru reactia negativa, K > 0, stabilitatea este asigurata intotdeauna.

Pentru reactia pozitiva, K < 0, avem din a doua conditie: -1 <K <0
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Folosind caracteristicile de frecventa ale sistemului in bucla deschisa se obtine hodograful
sistemului in bucla deschisa. La frecventa 0, intrucat modulul raspunsului in frecventa al
sistemului in bucla deschisa are valoarea 1 iar argumentul raspunsului sistemului in bucla
deschisa are valoarea 0 se obtine punctul de pe axa reala de coordonate (1,0). La
frecventa 102w0, intrucat argumentul raspunsului in frecventa are valoarea —11/2 se obtine
punctul de pe axa imaginara al hodografului sistemului Th bucla deschisa.

in sfarsit, cand frecventa tinde la infinit, intrucat modulul raspunsului in frecventa al
sistemului Tn bucla deschisa tinde la zero iar argumentul sau la —11 se obtine originea
sistemului complex pentru hodograful sistemului in bucla deschisa. Unind cele trei puncte
ale hodografului obtinute deja se obtine curba trasata cu albastru in figura din dreapta.

Ramura pentru w negativ se construieste prin simetrie fatd de axa reala a planului complex.

Dupa ce s-a construit si ramura pentru frecvente negative se obtine hodograful din figura.
Se observa ca acesta este o curba inchisa parcursa in sens orar. Deoarece sistemul in
bucla deschisa este stabil, in conformitate cu criteriul de stabilitate Nyquist, sistemul in
bucla inchisa va fi stabil daca nu este incercuit punctul de coordonate (-1/K,0). Aceasta
conditie este indeplinita daca punctul critic se gaseste la stadnga originii planului complex
(adica -1/K<0) SAU daca punctul critic se gaseste la dreapta punctului de coordonate (1,0)
adica -1/K>1. Prima conditie este indeplinitd daca K>0 iar cea de a doua conditie daca K>-
1. Deci pentru ca sistemul in bucla inchisa sa raméana stabil este necesar ca amplificarea K
sa fie mai mare decat -1. Daca de exemplu K=-2 atunci sistemul in bucla inchisa va deveni
instabil chiar daca sistemul in bucla deschisa era stabil.
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Exemplul #2

- Sistemul in bucla deschisa este

100 A Tm

instabil, avand un pol in semiplanul &
drept:
G(s)H (s5)= _2s+l)
(s=1)(s+2) / Raan

.\
|

Calx
Q

- Sistemul in bucla inchisa stabil:
daca punctul critic 6 = -1/K este
inconjurat de hodograf o singura data
in sens trigonometric.

1
_1<_T<0 =K >1
K 42

in cel de al doilea exemplu se considerd un sistem in bucld deschisa instabil, avand
un pol in 1 (in semiplanul drept) si un al doilea pol in -2 (in semiplanul stang). in
conformitate cu criteriul de stabilitate al lui Nyquist, sistemul in bucla inchisa va fi
stabil daca hodograful Nyquist al sistemului in bucla deschisa va incercui o data, in
sens antiorar punctul critic. Construim hodograful Nyquist. De data aceasta vom
calcula partile reala si imaginara ale raspunsului in frecventa al sistemului in bucla
deschisa, L(jw). inlocuind s cu jw In expresia produsului G(s)H(s) si efectuand
calculele obtinem expresia lui L(jw) din ecuatie. Separam partile reala si imaginara
si constatam ca ambele sunt negative pentru w pozitiv. Dam lui w valorile 0 si infinit
si construim tabelul de variatie al partilor reala si imaginara. Constatam ca pentru
w=0 se obtine punctul hodografului de coordonate (-1, 0). Pentru valori pozitive ale
lui w, punctele de pe hodograf vor fi in cadranul 3 deoarece atat partea reala cat si
partea imaginara ale raspunsului in frecventa al sistemului in bucla deschisa sunt
negative. in sfarsit, cand w tinde la infinit, obtinem punctul de pe hodograf din
originea planului complex. Am obtinut ramura de jos a hodografului din figura. Se
construieste prin simetrie fata de axa reala a planului complex si ramura pentru
frecvente negative a hodografului. S-a obtinut curba inchisa reprezentata cu rosu in
figura. Se observa ca ea este parcursa in sens antiorar. Pentru ca sistemul in bucla
inchisa sa fie stabil este necesar ca aceasta curba sa incercuiasca o data punctul
critic. De aceea e necesar ca -1/K sa fie cuprins intre -1 si 0. Deci K ca trebui sa fie
mai mare ca 0 si K va trebui sa fie mai mare ca 1. Deci sistemul in bucla inchisa va
stabiliza sistemul in bucla deschisa daca amplificarea amplificatorului introdus va fi
mai mare decat 1.
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Exemplul #3 sistem acustic
K=KK,, G(s)H(s)=—e*T =¢ T/

G(jo)H (jo)= ¢/ (OT+7)

Modulul este unitar, argumentul are expresia — (o7 + 7).

Deoarece sistemul in bucla deschisa este stabil, hodograful Nyquist
nu are voie sa incercuiasca punctul critic —1/K, sau |K | <l.
Deoarece K; si K, au semnificatia de atenuari acustice, sunt pozitive

Sistemul in bucla deschisa este stabil daca K, K, <1. Jo AIm

1

LN
]/

ayo
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Cazul polilor sistemului in bucla
deschisa situati pe axa imaginara

+jM

Consideram cazul unui pol pe axa imaginara. G(s )H(s)=

1
s(s+1)

Pentru a aplica criteriul variatiei argumentuluila fel ca in cazurile anterioare

se considera conturul C. modificat. in asa fel incat sa fie ocolit polul de pe axa

imaginara, printr - un semicerc de raza € — 0, in acelasi timp cu M — =.

v Im

planul s

M

Valoarea produsuluiGH pe cercul de raza M este
o constanta si deci nu apare nici o variatie a argumentulii
cand o trece de la = la - =. Trebuie deci sa trasam hodograful
Nyquist numai pentru axa imaginara si pentru semicercul de
raza €. Avem:

1 - Zsgmo+arcrgo |
joljor) Joe o1
si .;r% Re{G(jo)H(jo)} = —1. adica ¢ = —1 este asimptota

Gljo)H(jo)=

verticala a hodografuli Nyquist.
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Ramane sa determinam comportarea produsului pe semicercul de raza ¢.

Deoareceraza s tinde spre zero,
variatia unghiului cauzata de
polul -1este nula.

Im

Je

~2 arctge—0

In schimb pesemicerc 4rg{G(jo)H (jo)} = -0 si deci

Arg{Glj)H(jo)=~(6,.,. e){_[iﬂ

sau A4rg{G( jo)H(j®)} = —m. Aceastainseamna o rasucire

a hodogrfului cu180° in sens orar atunci cand se trece de la

=0 la ®=0" pesemicercul derazae.
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Pentru a determina valorile admise pentru castigul K,
vom face mentiunea ca in interiorul conturului C
considerat nu se afla nici macar polul din origine,
deoarecel - am lasat in afara, ocolindu - | prin dreapta
cu semicercul deraza €. In consecinta punctul critic
nu trebuie sa fie inconjurat de hodograf, pentru a

aveastabilitatea sistemului in bucla inchisa.

) 1 .
Rezulta ca trebuiesa avem — — < 0sau K > 0.
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Cazul sistemelor in timp discret

Pentru ca sistemul in timp discret in bucla inchisa sa fie stabil este necesar ca nici

- 1 . -
un zero al ecuatiei: R(z)= X +G(z)H(z)=0sanu fie in afara cercului unitate.

Daca =, este un zero (pol) al lui R( =) atunci _i este un zero (pol) al lui R( o).
o

Fic:R(:):R[

(R

1 . . . . .
Daca ‘-"0| >1 atunci W < 1. Orice zero (pol) al lui R(z) din exteriorul cercului
-0
unitate este un zero (pol) al lui R(=) situat in interiorul cercului unitate.

Conform principiului variatiei argumentului daca = parcurge odata cercul
unitate in sens orar atunci R (=) incercuieste originea planului [Re{R( z J},Im{R(: )})
in sens orar de un numar de ori egal cu diferenta dintre numarul de zerouri si de poli
ai lui R(z) situati in interiorul cercului unitate.

. o .1l _io S( 0 -0
Pe cercul unitate = = &/ si — =¢™/’. De aceea R(e/” )| =R(e™/?).

Evaluarea lui R(z). cand = parcurge odata cercul unitar in sens orar, este identica

cu evaluarea lui R(=),cand = parcurge odata cercul unitar in sens antiorar.

in cazul sistemelor digitale rolul axei imaginare din planul s il joaca cercul unitar din planul
z. In continuare formuldm criteriul de stabilitate Nyquist pentru sistemele digitale cu reactie
negativa. In acest caz expresia functiei de transfer a sistemului in bucla deschisa este
L(z)=G(z)H(z). Pentru ca sistemul digital in bucla inchisa sa fie stabil este necesar ca toate
radacinile ecuatiei 1/K+G(z)H(z)=0 sa fie situate in interiorul cercului unitate. Notam
membrul stang al acestei ecuatii cu R(z) si notam cu R*(z) functia R(1/z). Se poate
demonstra ca daca z0 este un zero (pol) al lui R(z) atunci 1/z0 este zero (pol) al lui RA(z).
De aceea orice zero (pol) al lui R(z) din exteriorul cercului unitate corespunde la un zero
(pol) al lui RA(z) din interiorul cercului unitate.

Conditia de stabilitate a sistemului in bucla inchisa este ca toate zerourile lui R(z) sa fie in
interiorul cercului unitate. Aceasta conditie este echivalenta cu conditia ca nici un zero al lui
RA(z) sa nu fie in interiorul cercului unitate.

Aplicand principiul variatiei argumentului functiei de transfer R(z) se poate determina
numarul de zerouri din interiorul cercului unitate. Intr-adevar principiul variatiei argumentului
afirma ca daca z parcurge o data cercul unitate in sens orar atunci R*(z) incercuieste
originea planului complex z in sens orar de un numar de ori egal cu diferenta dintre
numarul de zerouri si de poli ai lui R*(z) situati in interiorul cercului unitate. Chiar pe cercul
unitate z=exp(jQ) si 1/z=exp(-Q). In consecintid RA(exp(jQ))=R(exp(-jQ)). De aceea
evaluarea lui R*(z), cand z parcurge odata cercul unitar in sens orar este identica cu
evaluarea lui R(z), cand z parcurge odata cercul unitar in sens antiorar. in consecintd vom
putea numara zerourile lui R*(z) din interiorul cercului unitate numarand de céate ori
incercuieste in sens antiorar originea planului complex hodograful lui R(z) atunci cand z
parcurge odata in sens antiorar cercul unitate (Q creste de la 0 la 21). Acum suntem n
masura sa formulam criteriul de stabilitate Nyquist pentru sistemele cu reactie digitale.
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Enuntul criteriului lui Nyquist
pentru sisteme in timp discret

Conditia necesara si suficienta pentru ca sistemul in bucla

inchisa sa fie stabil este ca numarul de incercuiri in sens
. : 1
antiorar ale punctului de coordonate (- E,O Jde catre hodograful

Nyquust al lui G(ejQ )H(ejﬂ) cand ) se modificade la 0 la 27

trebuie sa fie egal cu numarul polilor lui H (z)G(z) care se gasesc

n exteriorul cerculul unitate.

La fel ca si in cazul sistemelor analogice, daca sistemul in bucla deschisa este
stabil atunci pentru ca si sistemul in bucla inchisa sa fie stabil este necesar ca
hodograful sa nu incercuiasca punctul critic.

La fel ca si in cazul sistemelor analogice ramura pentru frecvente negative a

hodografului se poate construi prin simetrie fata de axa reala a planului complex.
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Exemplul #1

G(z)H(z)= '1 = ]
1+—z7} :(:+—J
2
= G(e)H ()= 1 _ b ese) _ 1 -j(e+0,)
ejg{ej9+l] ViVa &)
2

* Valorile maxime si minime pentru v,
Q=0.2m: ‘G(ej‘Q)H(ej‘Q)‘ =2/3
Q=m ‘G(ejQ )H(erjQ )‘ =2

49

Se considera sistemul Tn bucla deschisa cu functia de transfer din prima ecuatie. Aceasta functie de
transfer nu are nici un zero. Ea are 2 poli in zero si in -1/2. Ambii poli fiind Tn interiorul cercului
unitate, sistemul Tn bucla deschisa este stabil. Desi hodograful sau se poate construi pe baza partilor
reald si imaginara ale raspunsului in frecventa al sistemului in bucla deschisa (care se obtine
inlocuind z cu exp(jQ) in expresia functiei de transfer ca in cea de a treia ecuatie) vom prefera sa
folosim pentru constructia hodografului metoda grafica (descrisa in capitolul despre transformata z).
Construim vectorii cu originile in cei doi poli : v1 cu originea in 0 si v2 cu originea in -1/2 si cu
varfurile intr-un punct de pe cercul unitate. Acesti vectori formeaza cu axa reala unghiurile 81 si 62.
Se observa ca v1=z si ca v2=z-(-1/2), atunci cand z se deplaseaza pe cercul unitate. Deci raspunsul
in frecventa al sistemului Tn bucla deschisa este egal cu 1/(v1v2), care mai poate fi pus in forma din
ecuatia a patra. Intrucat modulul lui v1 este egal cu 1, obtinem expresia din cea de a cincea ecuatie.
Cea mai mare valoare a modulului lui v2 se obtine atunci cand Q=0 sau cand Q=21r si este egala cu
3/2. Atunci unghiurile 81 si 82 sunt egale cu 0 respectiv cu 211. Deci argumentul raspunsului in
frecventa care este egal cu 81+62 ia valorile 0 respectiv -41. Cea mai mica valoare a modulului lui v2
se obtine cand Q=11 si este egala cu %2. Atunci unghiurile 81 si 82 iau valoarea T iar argumentul
raspunsului in frecventa al sistemului Th bucld deschisa ia valoarea 21r. Valorile corespunzatoare ale
modulului réspunsului in frecventa al sistemului in bucla deschisa sunt 2/3 si 2.

49




Arg{G(ejQ)H(ef'Q)} =

AArg{G(ejQ)H(ej'Q)} =—4n
* Sensul de parcurgere al hodografului este orar

» Se fac 2 rotatii complete in jurul (0,0).

» Sistemul in bucla deschisa este stabil = punctul critic nu
trebuie sa fie inconjurat de hodograful lui Nyquist

+ Sistemul in bucla inchisa este stabil pentru:
-1/K<-lor-1/K>2 = 0<K<lsau -1/2<K <0
Ke(-1/2,0)u(0,1)
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Se obtin punctele de intersectie a hodografului cu axa reala de coordonate (2/3,0) si
(2,0) reprezentate cu verde. Deoarece améandoi polii functiei de transfer a sistemului
in bucla deschisa sunt in interiorul cercului unitate, valoarea variatiei argumentului
lui L(z) cand z parcurge o data cercul unitar in sens antiorar este de -41, deci
hodograful sistemului in bucla deschisa va incercui de doua ori originea sistemului
de coordonate. In consecinta, hodograful sistemului in bucld deschisa va mai
intersecta o data axa reala, in punctul de coordonate (-1,0). Hodograful ia forma
trasata cu linie rosie.

Deoarece sistemul in bucla deschisa este stabil, pentru ca sistemul in bucla inchisa
sa fie stabil este necesar ca hodograful sa nu intersecteze punctul critic. De aceea,
fie -1/K trebuie sa fie mai mic decét -1, fie -1/K trebuie sa fie mai mare decéat 2.

Deci sistemul in bucla inchisa ramane stabil daca K apartine reuniunii dintre
intervalele (-1/2,0) si (0,1).
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Exemplul #2
iy G(z)H(z)= ﬁ: pol pe cercul unitar
= G(ejQ)H(efQ): Le-J(Q*'B] _ ie—jtfh-e)

Vs Vs

A

ﬂ
-1!
partea noulu contur corespunzand
cercului unitar 51

~2n-2atan(g)

conturul cercului unitar C' se modifica prin
adaugarea unui semicerc de raza g— 0. care
pastreaza polii in interiorul conturului.
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Modul Faza Observatii

Q 0
/3 2n/3 1 -1
n s 1/2 21 x=-3/2
aSlmptOtﬂ
verticala
AAr'g{G(ejQ H(ejg)} =—(n/2+m/2)=-n

Sistemul in bucla inchisa
stabil daca:

-1/K<1 sau 0<K<I.
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Rezerva de amplificare si de faza

Uneori este interesant sa se stie, pentru un sistem stabil, in ce
masura poate fi modificata amplificarea sistemului s1 ce
defazaj suplimentar poate f1 introdus 1n sistem 1n asa fel incat
el sa ramana stabil.

Se considera sistemul cu reactie din stanga stabil. Vrem sa aflam care pot fi valorile
amplificarii K si a defazajului ¢ care pot fi adaugate, ca in sistemul cu reactie din
dreapta, in asa fel incat noul sistem sa fie inca stabil. Prin modificarea lui K sau a lui
@, unul dintre polii functiei de transfer a sistemului in bucla inchisa poate ajunge pe
axa imaginara si sitemul in bucla inchisa poate sa devina instabil. Expresia
numitorului raspunsului in frecventa al sistemului cu reactie negativa din figura din
dreapta este 1+Kexp(-j@)H(jw)G(jw). Prin modificarea lui K sau a lui @,unul dintre
polii functiei de transfer a sistemului cu reactie negativa poate ajunge pe axa
imaginara la frecventa w0 si sistemul poate deveni instabil. Valorile minime ale lui K
(la @=0) respectiv a lui @ (la K=1) pentru care sistemul din dreapta devine instabil se
numesc margini de amplificare respectiv de faza.
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Stable system

X(s) 7~ E(s) [H(s)| Y(s) X(s) e = Yos)
() g () L0 ‘J(?'(ri) (x(v) +S'f-/ - (v)
R(s) | G(s) =

2) o) 1e0) b) G(s)|+e

Se numeste margine de amplificare a sistemulu din stanga, valoarea minima a lui

K pentru care sistemul din dreapta, pentru ¢ =0 devine instabil.

Se numeste margine de faza a sistemulw din stanga, valoarea minima a lu ¢, pentru

K =1, pentru care sistemul din dreapta devine instabil.
1+H(e®)-G(e/*)-K-e/* =0

Prin modificarea lu1 K sau a lui ¢ unul dintre poli1 functier de transfer in bucla

inchisa poate ajunge pe axa imaginara, in punctul jo, :

Ke /°H(joo)G(jog)=-1
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X(s) E(s) H(s) Y(s) X(g) H(s) N ‘1'(5)__
(x) +<’E_ (ew) L) |(>-m)' (x(0) '+<JE_ (5(0)
R(s) | G(s) G(s) e_j¢

a) () L&) b)

Conditia de instabilitate pentru al doilea sistem:
1+ H(e/)G(e®)- K e 7 =0

Modificand K sau ¢ = unul dintre polii sistemului in bucla
inchisa se duce pe axa imaginara, in pozitia jo,.
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4{l+ls}
2

s(1+2s)[ 140,055+ (0,1255)" |

Exemplu. G(s)H (s)=

Deoarece sistemul in bucla deschisa este stabil,pentru ca sistemul in bucla inchisa

sa ramana stabil este necesar ca punctul critic sa ramana in exteriorul hodografului.
Rezerva de amplificare va fi distanta, pe axa reala. de la puctul critic la intersectia
hodografului cu axa reala negativa. Pentru ¢ = 0, ecuatia devine:

K[G (jo, ) H (jo, o010 = 1.

Deoarece primii 2 factori din membrul stang sunt pozitivi este necesar ca exponentiala
complexa sa fie negativa.

jArg{G( joy ) H( jo, )}

Fie o, frecventa la care: e = -1 Arg{G(jo,)H (jo,)}=-n.

La frecventa @, are loc intersectia hodografului cu axa reala negativa.
1

|G(jm1 )H(jml )‘ '

=1.

Rezerva de amplificare este K =

Fie w, frecventa la care ‘G(j(oz VH (jo,)

Rezerva de fazavafi: o= n— Arg{G(j(.)2 )H ( jo, )}

56




Rezerva de amplificare:
1

|G(j@)H (je )|
o, : |G(j(ol)H(j(03)|: 1.

Rezerva de faza:

K=

p=n-drg{G(jo,)H(jo,)}.
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hodograful lui Nyquist pentru sistemul in bucla deschisa

20 - ————
3 Phase margin
T 0d8 -
$ -20p— -
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