Transformarea sistemelor in
timp continuu in sisteme In
timp discret

O data cu dezvoltarea tehnicii de calcul se pune tot mai fecvent
problema inlocuirii sistemelor in timp continuu cu sisteme in
timp discret, chiar si in aplicatiile semnalelor analogice.

Datorita experientei acumulate in proiectarea sistemelor in timp
continuu, sunt de interes metodele de sinteza a sistemelor in timp
discret bazate pe echivalarea acestora cu sisteme in timp
continuu corespunzatoare.

Existd numeroase domenii, printre care si aparatura de bord din automobile respectiv
retelele de comunicatii fara fir in care se utilizeaza pe scara larga filtrele digitale.
Echipamentele GPS folosite in automobile si in avioane urmaresc tintele cu ajutorul
filtrelor Kalman. Tot mai multe bunuri de larg consum, telefoane inteligente, software
defined radio, laptop-uri folosesc filtre digitale in diferite scopuri. Dar experienta in
proiectarea filtrelor analogice este mult mai vasta. Daca istoria electronicii digitale are
mai putin de 50 de ani, istoria electronicii analogice are peste 100 de ani. De aceea sunt
de interes metodele de proiectare a filtrelor digitale care adapteaza metodele de
proiectare ale filtrelor analogice.




1. Metoda invariantei raspunsului la impuls
2. Metoda invariantei raspunsului indicial (la treapta unitara)

3. Aproximarea ecuatiei diferentiale care descrie sistemul analogic printr-o
ecuatie cu diferente finite (Finite Difference Approximation , FDA)

4.Transformarea biliniara

Metodele de echivalare trebuie sa satisfaca trei cerinte.

1-sistemul analogic stabil si se transforme intr-un sistem digital stabil. Polii unui sistem cauzal
stabil se afla in semiplanul stang al planului complex. Polii unui sistem digital cauzal si stabil se afla in
interiorul cercului unitate din planul complex. Prima cerinta este si transforme semiplanul sting al
planului s in interiorul cercului unitate din planul z.

2- sa transforme un sistem analogic cauzal intr-un sistem digital cauzal. Regiunea de convergenta a
functiei de transfer a unui sistem analogic cauzal este semiplanul drept al planului s. Regiunea de
convergenta a functiei de transfer a unui sistem digital cauzal este exteriorul cercului unitate din planul
z. Cerinta a doua a metodei de echivalare este ca ea sa transforme semiplanul drept al planului s in
exteriorul cercului unitate al planului z.

3-daca sistemul analogic are riaspuns in frecventa atunci si sistemul digital sa aiba raspuns in
frecventa. Sistemul analogic are raspuns in frecventa daca axa imaginara a planului s este inclusa in
domeniul de convergenta al functiei de transfer a sistemului analogic. Conditia ca sistemul digital sa
aiba raspuns 1n frecventa este ca cercul unitate din planul z sa apartina regiunii de convergenta a
functiei de transfer a sistemului digital. A treia conditie este de a transforma axa imaginara a
planului s in cercul unitate din planul z. 2

Vom studia cele patru metode mentionate. Metodele de echivalare a sistemelor analogice
cu sisteme digitale trebuie sa satisfaca trei cerinte.

1-sistemul analogic de echivalat (considerat stabil) sa se transforme Intr-un sistem digital
stabil. Dupa cum se stie polii unui sistem cauzal stabil se afla in semiplanul stang al
planului complex. Polii unui sistem digital cauzal si stabil se afla in interiorul cercului
unitate din planul complex. In consecinti prima cerinta de la metoda de echivalare este si
transforme semiplanul stang al planului s in interiorul cercului unitate din planul z.

2- sa transforme un sistem analogic cauzal intr-un sistem digital cauzal. Dupa cum se stie
regiunea de convergentd a functiei de transfer a unui sistem analogic cauzal este
semiplanul drept al planului s. Regiunea de convergenta a functiei de transfer a unui
sistem digital cauzal este exteriorul cercului unitate din planul z. Cerinta a doua a
metodei de echivalare este deci ca ea sa transforme semiplanul drept al planului s in
exteriorul cercului unitate al planului z.

3-daca sistemul analogic are raspuns in frecventa atunci si sistemul digital sa aiba
raspuns in frecventa. Sistemul analogic are raspuns in frecventa dacad axa imaginara a
planului s este inclusa in domeniul de convergenta al functiei de transfer a sistemului
analogic. De asemenea conditia ca sistemul digital sa aiba raspuns in frecventa este ca
cercul unitate din planul z sa apartina regiunii de convergenta a functiei de transfer a
sistemului digital. In consecinti cea de a treia conditie a metodelor de echivalare a
sistemelor analogice in sisteme digitale este de a transforma axa imaginara a planului s in
cercul unitate din planul z.




O schema generala de evaluare a
calitatii unei transformari pentru
sistemele de banda limitata

=IHa(s)
AD Xdln] yd(T)
Converter Hd(z) Converter

e(nT)=YaT)-ya(T)

In schema din figura este comparati functionarea unui filtru analogic, cu functia de
transfer H,(s), cu functionarea unui filtru digital, cu functia de transfer Hy(z). Se pune
intrebarea cum trebuie sd alegem H,(s) pentru a obtine Hy(z) care sa corespunda
dezideratelor aplicatiei avute In vedere. Operatia de inlocuire a filtrului analogic cu un
filtru digital se numeste echivalare. Pe ramura de sus a schemei, la iesirea filtrului
analogic este conectat un circuit de esantionare ideald cu pasul T pentru a obtine un
semnal analogic ale carui valori sa reprezinte valori ale esantioanelor semnalului
analogic de la iesirea filtrului analogic. Pentru a putea compara cele doua filtre este
necesar sa le punem sa lucreze in conditii asemanatoare, sa aiba acelasi semnal de intrare.
Intrucat semnalul de la intrarea filtrului analogic este semnalul analogic x,(t), pe ramura
de jos (unde este conectat filtrul digital) vom esantiona ideal semnalul de intrare folosind
un pas de esantionare egal cu T. Dupa esantionare este necesara si discretizarea in
amplitudine a semnalului digital cu valorile egale cu esantioanele semnalului analogic
X,(nT), operatie care se realizeazad cu ajutorul unui convertor analog numeric (CAN/AD
converter). La iesirea acestuia se obtine semnalul x4[n] care este adus la intrarea filtrului
digital. La iesirea filtrului digital se obtine semnalul digital y,[n]. Acesta se converteste
numeric analogic (CAN/DA converter) obtinandu-se semnalul analogic in trepte ale carui
trepte au Tndltimea yd(nT). Daca consideram cd CAN-ul si CNA-ul sunt ideale atunci ele
au functii inverse asa cd putem considera ca semnalul y,4(nT) ar reprezenta rezultatul
prelucrdrii cu filtrul digital al semnalului analogic x,(t). Facand diferenta dintre
semnalele analogice de la iesirile celor doud ramuri ale schemei din figura la momente de
timp multiplii de T obtinem un semnal de eroare notat cu e. Functionarea filtrului digital
va fi cu atdt mai asemanatoare cu functionarea filtrului analogic cu cat semnalul de
eroare va fi mai mic.
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Avem un exemplu de functionare al schemei considerate.

In primul grafic este reprezentat cu albastru semnalul analogic de intrare, x,(t), si cu rosu
esantioanele sale, x,(nT), obtinute pe ramura de jos dupa circuitul de esantionare ideala
cu pasul T.

In al 2-lea grafic sunt reprezentate cu verde semnalul analogic de la iesirea filtrului
analogic y,(t), de pe ramura de sus si cu rosu esantioanele sale y,(nT), obtinute la iesirea
circuitului de esantionare cu pasul T de pe ramura de sus.

In al 3-lea grafic sunt reprezentate cu rosu esantioanele semnalului de la iesirea ramurii
de sus y,(nT), si cu negru esantioanele semnalului de pe ramura de jos, y4(nT).

Diferenta acestor esantioane reprezintd eroarea e(nT), din ultimul grafic (amplificata de
10 ori).




Identificarea sistemului

3(t) 1
~L 6(t) -identifica un sistem, nu
neaparat de banda-limitata
a ) 0 t 0 )] i
sin(mr) .
——~ -identifica un sistem de bandaj
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e T
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Se observa ca nu putem pune x,(t)= d(t), deoarece produsul 6(t)-3(t)
nu este definit.

In continuare vom presupune ca sistemul analogic este de banda limitata si ca semnalul
de intrare este de asemenea de banda limitata. In ambele cazuri se considera ca banda
este egald cu m,,.

Ar fi mai simplu dacd am considera ca semnalul de sondare este impulsul unitar in timp
continuu, figura a, care ar permite identificarea oricarui tip de system, nu neaparat de
banda limitata.

Dar acest semnal nu poate fi esantionat ideal asa cum trebuie procedat pe ramura de jos.

Esantionarea ideald nu este posibild deoarece ar presupune sa inmultim distributia Dirac
(semnalul de intrare) cu distributia Dirac periodica de perioada T (modelul esantionarii
ideale este inmultirea semnalului de intrare cu distributia Dirac periodica de perioada T).
Dar inmultirea a doua distributii nu este o operatie definita pe spatiul distributiilor.
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Identificarea unui sistem de banda
limitata folosind sinusul cardinal.

Raspunsul in frecventa al
sistemului de banda limitata care
trebuie sa fie identificat

Spectrul semnalului de intrare
(sinus cardinal)

Spectrul semnalului de iesire

Metoda invariantei raspunsului la impuls se refera la sisteme analogice de banda limitata,

Opr-

Se poate deci folosi pentru identificarea sistemului semnalul de tip sinus cardinal, a carui
spectru este o poarta spectrala de banda limitata la 7t/T, reprezentat cu albastru in figura.

In acest caz, spectrul semnalului de iesire este chiar raspunsul in frecventa al sistemului

considerat, de banda limitata.




1 sin(mtt/T)
T =ny/T

Semnalul de intrare sinus cardinal, de banda limitata m,, , o functie continua de timp, deci
se poate esantiona ideal (produsul dintre o distributie si o functie continud este definit).

In urma esantiondrii cu pasul T se obtin esantioanele x4[n]=(1/T)sin(nn/T)/(nn/T).

Dar aceasta functie are toate valorile egale cu 0 cu exceptia valorii de la n=0 (cand apare
o nedeterminare de forma 0/0), x4[0]=1/T.

In consecinta Xq4[n] = d[n]/T.




1. Metoda invariantei raspunsului la impuls

h,[n]=Th, (nT)

AD
Converter

" |converter

e(T)=yaT)-ya®T)

Sistemul analogic: x, (¢)= %sinc(%j =y,(t)=h,(t) = y,(nT)=h,(nT)

Sistemul digital: x, [n] = %B[n] =y, [n]= %S[n] +h, [n] = %h [n]

Pentru eroare minima e(nT):  h, (nT) = %hd (nT) o

Semnalul de la intrarea filtrului digital (cu rdspunsul la impuls hy[n]) este proportional cu
impulsul unitar in timp discret. In consecinti semnalul de la iesire, y,[n] va fi
proportional cu raspunsul la impuls al sistemului, y4[n]=(1/T)hy[n]. De aceea semnalul de
la iesirea ramurii de jos este y4(nT)=(1/T)hy(nT).

Pe de alta parte spectrul semnalului x,(t) este chiar poarta frecventiald care se deschide
la frecventa -m/T si se inchide la frecventa n/T. In consecintd w,,=n/T si frecventa de
esantionare folosita in toate circuitele de esantionare din schema din figura este 27/T.
Spectrul semnalului de la iesirea filtrului analogic este egal cu produsul dintre spectrul
semnalului x,(t) (poarta frecventiald care se deschide la frecventa —w,, si se inchide la
o,y si raspunsul in frecventa al filtrului analogic de banda limitatd m,,.

Intrucat intre —m,; si ®,; spectrul semnalului de intrare are valoarea 1, spectrul semnalului
de la iesirea filtrului analogic va fi egal cu H,(®). De aceea y,(t)=h,(t) si y,(nT)=h,(nT).
Impunem ca semnalul de eroare sa fie egal cu 0 si obtinem expresia raspunsului la impuls
al filtrului digital echivalent din ultima ecuatia.

Raspunsul la impuls al filtrului digital echivalent se obtine prin inmultirea esantioanelor
raspunsului la impuls al filtrului analogic cu T. De aceea aceastd metoda de echivalare se
numeste metoda invariantei raspunsului la impuls. In continuare stabilim legatura intre
functiile de transfer ale filtrelor analogic si digital echivalent.




Vom considera semnalul de intrare, x, (#)«—> X, (s), de banda limitata
la w,, =7/T =w,/2 (jumatate din frecventa de esantionare)

Raspunsul sistemului analogic, la momentele n7":

yo (nT)=£{X, () H, (s)}(nT)

Raspunsul sistemului digital:

yd(”T):yd["]:Z_{ (2)H,(z )}

Pentru aproximare fara eroare e( T ) :LZ)
Valn]=2,(nT)=y,(nT), sa
21X, (2)H, (2)p = £, (s ) ( )}( T)

H,(z)=

Functia de transfer (sistemul discret) depinde de semnalul

de intrare, datorita prezentei functiilor X, (s) si X, (z). 9

Pentru orice semnal de intrare, x,(t), de banda limitata la jumatate din frecventa de
esantionare,

Avem raspunsul sistemului analogic esantionat la momentele nT, y,(nT), ca fiind
transformata Laplace inversa a produsului X, (s)H,(s).

Pe de alta parte raspunsul filtrului digital echivalent la momentele nT, y,(nT), este
transformata z inversa a produsului X,(z)Hy(2).

Pentru a avea eroare zero, se impune ca cele doua semnale de iesire sa fie egale, rezulta
astfel ca functia de transfer a sistemului digital echivalent H,(z) depinde de semnalul de
intrare, datorita prezentei functiilor Xa(s) si Xd(z).




B (z) :—Z{El {Xa (S)Ha (S)}(I’ZT)}

* Daca se schimba semnalul de intrare : se
schimba sistemul digital.

* Nu exista aproximare perfecta.

» Aproximare folosind semnale “standard”:
— Treapta unitara o(t)
— Semnal rampa t o(t).

Conform relatiei, daca se schimba semnalul de intrare, trebuie sa se schimbe si sistemul
digital echivalent. Nu exista o aproximare perfecta; se pot folosi semnale standard, dupa
cum urmeaza.
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Aproximare prin insumarea unor
semnale treapta unitara, deplasate si
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Aproximare prin insumarea unor
semnale rampa, deplasate si
ponderate
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Metoda invariantei raspunsului la impuls pentru
sisteme digitale echivalate
cu sisteme analogice de banda limitata

Xa(t)

AD -
Converter Hd(z) Converter

3+(t) eT)=ya(0 T)-ya(nT)

Pentru x, (1) :%-sinc[%j; & []= L {n] s [1) =, (7)

Transformarea Laplace a semnalului esantionat y, (nt) este
7.(5)= £, 03, (0] =] 3 (a7)(e-07)}
=3, (nT)L{S(t=nT) = 3 b, (nT)e™

n 00

Transformata Laplace a semnalului esantionat y,(nT), este egald cu transformata Laplace
a produsului y,(t)o(t) adicd cu transformata Laplace a sumei seriei cu termenul general
h,(nT)d(t-nT), care este egala cu suma seriei cu termenul general h,(nT) Inmultit cu
transformata Laplace a lui 8(t-nT). Dar transformata Laplace a lui 6(t-nT) este egald cu
exp(-snT).
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AD >"cl[n.‘]*
Converter

Converter

e(T)=yaT)-ya®T)

Transformata Z a semnalului de iesire pentru sistemul digital este

H,(z) =z hy[n}" = z Th, (nT)z"

=7, (s)=~H,(2)

a T z=5T
Dar pentru orice semnal esantionat avem: Y, (jo) = 1 i H,(jo- jko,)
k=—o0
Inlocuind jo=s : I?a(s):% i H, (s— jko,).
k=—0
< . 271
Hd (Z) z=e'T - Z Ha (S _]k(Ds) ’(DS ~
Je=—o0 T 14

Pe de alta parte functia de transfer a filtrului digital echivalent Hy(z) este transformata z a
raspunsului la impuls hy[n], adica transformata z a lui Th,(nT).

Se observa ca transformata Laplace a semnalului de la iesirea ramurii de sus este egala cu
produsul (1/T)Hd(z) calculatd in z=exp(sT).

Semnalul de pe ramura de sus y,(nT) este obtinut prin esantionarea ideald a semnalului
de la iesirea filtrului analogic y,(t), care are expresia h,(t) pentru metoda invariantei
raspunsului la impuls.

Spectrul semnalului esantionat ideal se obtine prin prelungirea prin periodicitate a lui
Ha(jo) cu perioada o, (frecventa de esantionare).

Pentru jo = s, se obtine expresia transformatei Laplace a semnalului de la iesirea ramurii
de sus a schemei.

Se obtine legdtura dintre functiile de transfer ale filtrului digital echivalent si ale filtrului
analogic echivalat. Observam ca legatura dintre variabilele z si s este z=exp(sT).
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Relatia dintre planele s s1 z in cazul
invariantei raspunsului la impuls

ol
. . . r=e
. Q T Q T T
s=0c+joz=re" ;z=¢" =>re’ =" -/ &
ol =Q+2kn
AR MR 1% | kAR L AR R
Semiplanul stang o<0 A:/in'feri})rul dis¢ului un'&tar

________ 170 )

s / lzl=r<1

+ Axa imaginara = | cerc unifar L

RRSERRBRANRA-<x=() l2|=1

=TT \

o TE emiplanul drept 0>0 = exteriorul cercului unitar |z|=r>1

segmentul [-7t/T, ©/T) pe axa imaginara = o infasurare pe cercul unitate 1

Exprimand variabila complexa z in coordonate polare si variabila complexa s in
coordonate carteziene legatura dintre variabilele z si s conduce la sistemul de ecuatii din
ultima ecuatie. Legatura dintre planele s si z este ilustrata in figura.

Fasiei orizontale din semiplanul stang al planului s, ¢ <0, limitata intre @=-n/T si /T {i
corespunde interiorul cercului unitate din planul z, adica |z| < 1

Conform relatiei de legatura avem: r=|z| =exp(cT).

* In semiplanul stang al planului s, ¢ are o valoare negativa, iar e la o putere negativa
este subunitar, deci modulul |z| este subunitar, adica z este in interiorul cercului unitate
din planul z.

* Cand 6=0 (s este pe axa imaginara) atunci r=1 (deci z se afla pe cercul unitate).

» Cand c>0 (s este in semiplanul drept cu o intre -n/T si 7/T) atunci r>1 adica z este in
exteriorul cercului unitate din planul z .

Limitarea frecventei analogice o Intre —/T si /T este datoratd faptului ca sistemul
analogic este de banda limitata w,,~n/T.

Relatia dintre frecvente este ®=CQ/T. Cand frecventa in timp continuu ® se modifica intre
—n/T si /T, frecventa in timp discret se modifica intre —x si 7 (se considera k=0).

Dupa cum se vede din figura, legatura dintre planele s si z pentru metoda invariantei
raspunsului la impuls nu respecta cele trei conditii impuse metodelor de echivalare
intrucat nu transforma intreg semiplanul stdng al planului s in interiorul cercului unitate
din planul z. De aceea performantele acestei metode de echivalare nu sunt foarte ridicate.
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Pentru a evita erorile de tip alias, in raspunsul in
frecventa al sistemului digital echivalent, este necesar
ca raspunsul in frecventa al sistemului analogic sa fie
cuprins in intregime in banda de frecvente -n/7T", w/T.

Deci sistemul analogic de banda limitata:

Oy <7n/T

cu frecventa de esantionare

o, =2n/T 220, 6
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Relatia intre raspunsurile in frecventa ale
sistemelor echivalente in cazul invariantei
raspunsului la impuls

Am stabilit legatura dintre functiile de transfer din prima ecuatie.

Inlocuind s cu jo si z cu exp(jQ2), obtinem legitura dintre raspunsurile in frecventi ale
sistemului digital echivalent si sistemul analogic echivalat din ecuatia a doua.

Legatura dintre frecventa digitald Q si frecventa analogica o este Q=wT.
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» Raspunsul in frecventa al sistemului digital ~ comb

F=fT — frecventa normata.

Frecventa de esantionare normata este F =1 18

Un exemplu este prezentat in figura. Daca raspunsul in frecventa al sistemului analogic
echivalat este prezentat in graficul de sus atunci raspunsul in frecventa al sistemului
digital echivalent are forma din figura de jos. Raspunsul in frecventa al sistemului digital
se obtine prin prelungirea prin periodicitate cu perioada 2w a raspunsului 1n frecventa al
sistemului analogic scalat. Frecventei maxime o, ii corespunde frecventa digitala w,,T.

F este frecventa normata si este produsul dintre f si pasul de esantionare T
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Exemplu: circuitul RC

P —
—_

R | Sistem de banda nelimitata = erori de
C . ..
x“(t)l T Jy"(t) aliere (aliasing)

Va 1 1 1
RC ()+ a(t)_xa(t): Ha(s)=1+s ,(DO——=R—C-
@,
. 1 o,
raspunsul in frecventa H, (o) = = —.
1+ 2 W, +/jo
O‘)O

Sistemul analogic: &, ()= ™o (1) = —efgcs(t).
T
T T
Sistemul digital: %, [n]=Th, (nT)=—e *o[n].
T

Daca consideram de exemplu sistemul analogic de ordinul I din figura, descris de ecuatia
diferentiald specificatd obtinem functia de transfer H,(s) cu frecventa de tdiere o,

Cu 1 s-a notat constanta de timp a circuitului.

Rezultd raspunsul in frecventd H,(w), careia 1i corespunde raspunsul la impuls h,(t) un
semnal cauzal exponential descrescator.

Aplicand metoda invariantei raspunsului la impuls se obtine raspunsul la impuls al
sistemului digital hy[n].

19




Raspunsul la impuls al sistemului discret este
nT

T 0
h,[n]|=Th,(nT)==e *o]n].

T
cu conditia ca pasul de esantionare 7 sa fie suficient de
mic in comparatie cu T (constanta de timp a circuitului)
Deoarece sistemul nu este de banda limitata,
apar erorile de aliere (raspunsul in frecventa al sistemului

digital este afectat la frecventa mari)

20
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Raspunsurile indiciale s(t), s[n] al sistemelor analogic
si digital la semnalele treapta unitara o(t), o[n]

)= 006,00 5 e (=16 o)

Eroarea: e(nT) =y, (nT)—y,(nT)#0
21

Se poate verifica eroarea obtinuta atunci cand se schimba semnalul de intrare.
Se aplica la intrarea sistemului analogic, treapta unitara o(t), respectiv treapta unitara in
timp discret o[n]. lesirile celor doua sisteme reprezinta raspunsurile indiciale s,(t)

respective sy[n].
Eroarea este data de diferenta s,(nT) — s4(nT), ea nu este zero.
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_nT

Pentrun>0:y,(nT)=1-e *,

nT
Ya ("T)El—(l—zje_’, daca Z<<1.

T

T
T -
:>e(nT)E——e T, —<1,n20.
T T

T 1 !
Pentru — =

— ,e ©=0,905 , eroarea este: ‘e(nT)‘ ~0,1e .
T 10

10le(nT)|
1

0.905p 810 )
0-7410.670.607 o 55 0.5 045
© 0.45 04 0.37

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10m

Pentru valori mai mici ale raportului T/z, eroare este 2
chiar mai mica

Considerand T / T = 1/10, se obtine eroarea din figura.
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2
Pentru T/t = o,I = o, oo
®

s

Frecventa de esantionare este: o, = 20mw,

® .
La o= 2S =10m®,, modulul raspunsului in frecventa

al sistemului analogic
1 1

|H (10m0, )| = ———— = ——=0.0318
1+ /107 10m

20log|H (10w, )| = ~30dB

ceea ce inseamna ca eroarea de aliere este neglijabila

23

Pentru T / T = 1/10, frecventa de esantionare este 20mw,

La frecventa n/T, jumatate din frecventa de esantionare adica 10m®,, modulul
raspunsului in frecventa pentru sistemul analogic este 0.0318 sau -30dB, ceea ce
inseamna o eroare de aliere neglijabila.
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1
. Hﬂ ((D) = 1 . ;
Raspunsul in frecventa — _+Jo
H, (Q) - B
Impulse invariance method l—e © . /2
@ 0.5
i To=0.5[sec]
= : T=0.05[sec] :
= 0.4 Q=T
= | |
! !
03 :
| |
0.2 l !
| :
fli | AR S
Pt ] ‘ | = [
0 : \’:F = ™ !
-150 | -100 I-50 0 50 | 100 o 150
=21 -TC 0 I 2 Q

Se constata ca ambele corespund la filtre trece jos dar ca pe masura ce frecventa creste
devin tot mai diferite din cauza alierii. Figura dovedeste ca metoda invariantei
raspunsului la impuls are performante modeste, in special cand se incearcd echivalarea
unui sistem de banda nelimitata, asa cum este filtrul trece jos de ordinul I considerat in
acest exemplu. Nici macar la frecvente foarte joase cele doud raspunsuri in frecventd nu
sunt identice.

Cu albastru este reprezentat modulul raspunsului in frecventa pentru sistemul analogic
Cu rosu pentru cel digital echivalent folosind metoda invariantei raspunsului la impuls,

(periodic de perioada 2m)
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Impulse invariance methed

= I 1
Go» I
T Tp=0.5[sec]
S04 T=0.05[sec]
5 Q=T
e
0.3
0.2 \
|
\\ [Ha(Q)| 11\ |Ha Q)l i
7
01T Y,
M
. [ b =
0 i .
| -100 | -50 0 50 | @ 100 |
=27 - 0 -t Q 27

Cu albastru este reprezentat modulul raspunsului in frecventa pentru sistemul analogic
Cu rosu pentru cel digital echivalent folosind metoda invariantei raspunsului la impuls,

(periodic de perioada 2m)
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Impulse invariance method

= [T [T 1 AT,
G 092 T LA
F Tp=0.5[sec] / I
=3 =0. v, N
2 04 T gi)_?[_lt_sec] 74 s Ha(Q)
T 0,5 =0T AT _INK
L 2 P/ NN
0.3 )74 N
- 4’ \\\
prid A8
P i
7 g
= Ha(e)] e
0.1
0
-6 -4 -2 0 Mp=2 4 ® 6

26

Cu albastru este reprezentat modulul raspunsului in frecventa pentru sistemul analogic

Cu rosu pentru cel digital echivalent folosind metoda invariantei raspunsului la impuls,
(periodic de perioada 2m)

Cele doua caracteristici nu sunt egale nici la frecvente joase.
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2. Echivalarea sistemelor de banda limitata prin
metoda invariantei raspunsului indicial

S, [n] =, (nT)

Semnalul de intrare: semnalul treapta

x, (t)=0(t)<—)Xa(s)=§

Raspunsul indicial al sistemului analogic
v, (1)=h,(t)*c(t)«—Y,(s)=H,(s)-

Semnalul de intrare al sistemului digital :

Y | —

1

-1
—Z

X, [n] :G[n]@Xd (z) =1

27

O alta metoda de echivalare este cea pentru care semnalul de intrare este semnalul treapta
unitara 6(t) pe ramura analogica, respective pe ramura digitala, prin esantionare, treapta
unitate in timp discret o[n].

La iesirea sistemului analogic se obtine raspunsul indicial s,(t), cu transformata Laplace
din ecuatie.
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Functia de transfer al sistemului digital:

H,(z)= (l—z‘l)Z{[l {H“—(S)}(nT)}

s

Raspunsurile indiciale:

. (0)=h,(0)20(t) i s,[n]=f,[n]wo]a
Zl{iz( }[n] o S} T)

(nT

=, [n] S

a

28

La iesirea sistemului digital se obtine raspunsul indicial sy[n], cu transformata Z din
ecuatie.

Metoda de echivalare este data de ultima ecuatie, adica raspunsul indicial al sistemului
digital echivalent se obtine prin esantionarea raspunsului indicial al sistemului analogic
de echivalat.




__ Exemplu: circuitul RC
xaml i c+ Jyam RCdy;—t(t)eru(t)zxa(t)

Raspunsul indicial

w)=[1-¢ " Joto

Raspunsul indicial al sistemului digital echivalent

;, [n]:[l_e"f]c[n]
cu raspunsul la impuls
h, [n]z(e: 4}(575[,1]_5[”]}7& , (nT),

T T - r
P —<<1: =—e ’ - :
entru . <<l h, [”] . e G[”] N S[n] 29

Reluam exemplul filtrului RC pentru care se calculeaza raspunsul indicial s,(t).
Sistemul echivalent are raspunsul indicial dat de sy[n]=s,(nT).

Se observa ca pentru aceasta metoda, se obtine raspunsul la impuls hy[n] ce difera de
raspunsul la impuls al sistemului analogic esantionat la momentele nT, h,(nT)

29




Sistemul digital echivalent, pentru r <<
T

uln) =T e on]-Lafn]

* Daca se aplica la intrare impulsul Dirac

3(1)=h, (1)

8[n]= h,[n]=h, (nT)

Eroarea este

e(nT)=h, (nT)—hd[n]Egﬁ[n] , €<<1.

30

Sistemul digital echivalent se poate rescrie pentru T/ T <<I ca in prima relatie.

Daca aplicam la intrare un impuls unitar pentru ambele sisteme, se obtine o eroare la
momentele nT de valoare T/t pentru n=0 si zero in rest.
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3. Echivalarea unui sistem analogic prin aproximarea
ecuatiei diferentiale care il descrie printr-o ecuatie cu
diferente finite

1 =rC= o Py () ()= 1, (5) -

' R ®, d T ltst
Xa(t) c Yal(t) . Lo . .
T Derivata intai se poate aproxima prin :

., d,(0)] L y.(nT)=p,(nT=T) _y,[n]=y,[n=1]
el any d T
%(yd[n]_yd[n_1])+yd[n]:xd[n]sau

31

O alta metoda de echivalare a sistemelor analogice cu sisteme digitale pe care o studiem
se referd la aproximarea ecuatiei diferentiale care descrie sistemul analogic cu o ecuatie
cu diferente finite care descrie sistemul digital echivalent. Pornim de la exemplul filtrului
RC trece-jos de ordinul I pe care 1-am studiat deja in exemplul anterior.

Produsul RC este notat cu t, constanta de timp a circuitului.

Functia de transfer a circuitului este H,(s). Derivata de ordinul ntai a semnalului de la
iesire (care intervine 1n ecuatia diferentiald) calculata la momentul nT se aproximeaza cu
diferenta finitd inainte y,[n]-y4[n-1] impartitd la T.

Sistemul digital echivalent este o ecuatie cu diferente finite. Acestei ecuatii cu diferente
finite 1i corespunde functia de transfer Hd(z).

Comparand formele celor doua functii de transfer, Ha(s) si Hd(z) se constata ca ele devin
identice daca se face transformarea de variabila s=(1-1/z)/T.
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"
() u o dbx(r) 2 bis

N
Un sistem analogic este descris de ecuatia diferentiala: 3\ qy ———==3 b ———= = H, (5)= "]\:107
k=0 dt k=0~ dt S a,F
=0 "

dl;gt) ‘t:nT = ()= -1] . Aceasta aproximare reprezinta un caz

Am utilizat deja aproximarea : 7

dku(t)

t=nT;Lk f (-1)” C/u[n- p]. Transformata z a
T p=0

particular (obtinut pentru £ =1) al relatiei: P
t

-z

k
membrului drept este : Tl—k > (-1 ¢t (z’1 )k -U(z) :[ ] U(z). Substituind aproximarile
p=0

. . . . . N 1 & P p M 1 & P p
derivatelor in ecuatia diferentiala se obtine: Y, a; — > (—1) C{ y[n - p] =X b — > (—1) Ct x[n - p].
k=0 T" p=0 k=0  T" p=0

k k
A . yo(1-z" uo (1-z"
Luand in ambii membri transformata Z rezulta: 3, ak[ ; j Y(z)=X bk[ ; J X(z)=>
k=0

32

Generalizarea pentru sisteme de ordinul N

In cazul general, sistemul analogic este descris de ecuatia diferentiald din prima ecuatie si
are functia de transfer din cea de a doua ecuatie. Aproximarea din a treia ecuatie
reprezinta un caz particular al relatiei din cea de a patra ecuatie. Demonstrati prin
inductie completa cea de a patra relatie.

Substituind cea de a patra relatie in ambii membri ai ecuatiei diferentiale din prima
ecuatie se obtine o ecuatie cu diferente finite in relatia a sasea. Tinand seama de binomul
lui Newton, transformata z a membrului drept al ecuatiei cu diferente finite poate fi pusa
in forma din cea de a cincea ecuatie. Luand in ambii membri ai ecuatiei cu diferente
finite din relatia a sasea transformata z, se obtine cea de a saptea ecuatie. Impartind
transformatele z ale iesirii si intrarii se obtine functia de transfer a sistemului digital din
cea de a opta ecuatie. Se observa ca s-a obtinut aceeasi dependenta dintre variabilele s si
z ca si in cazul exemplului considerat anterior, s=(1-1/z)/T.
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Relatia dintre planele s s1 z in cazul
aproximarii ecuatiei diferentiale printr-o
ecuatie cu diferente finite

-1

adica :

=>z=

z=x+jy= re’? sis=o+ j® . S-a demonstrat relatia : s =

z|= ! . Daca G<0:>176T>13(176T)2+((DT)2>13r<1.

(1-oT)* +(oT)

Semiplanul stang din planul s se transforma in interiorul cercului unitate din planul z.

Daca sistemul analogic este stabil si sistemul numeric echivalent va fi stabil.

. 1 1+ joT . 1 ol
Daca 6=0= s=jo=>z= — = =X+ jy=>x= T V= 5
1-jol' 1+(wl) 1+(T) 1+(0T)
1 x2 2 2
=Y ol x=— o x= R ©x2+y2—x:0:>(x——J +y2:(—J .
X L X" +y 2 2

1+2
X

Axa imaginara din planul s se transforma in conturul cercului de centru (1 / 2,0) sideraza

1/2 din planul z. 33

Am obtinut corespondenta dintre planele s si z.

» Semiplanul stang al planului s se transforma in interiorul cercului de centru (1/2,0) si
razd "> din planul z,

+ axa imaginard din planul s se transforma in conturul cercului de centru (1/2,0) si raza
% din planul z iar

» semiplanul drept din planul s se transforma in exteriorul cercului de centru (1/2,0) si
raza ' din planul z.




1 2 1 2 .
(x _2) + yz = (2) . Yo tgQ =0T = Q=arctgoT. Pentru ca sistemul
X

numeric echivalent sa aiba raspuns in frecventa ar fi necesar ca axa imaginara

din planul s sa se transforme in cercul unitate din planul z. Nu este cazul acestei
metode de echivalare. Pentru ‘Q‘ < % cele 2 cercuri sunt foarte apropiate. Daca se
noteaza cu o, frecventa maxima din raspunsul in frecventa H,(o)atunci conditia
de mai sus sescrie: o, T =1gQ),, =Q, < % Frecventa de esantionare o, trebuie

aleasaa.i.m, 236-2m,,. Aceasta valoare este foarte mare.

jo
3T
________ *froTToTToTr jIm{z}
________ 701 R Ty
Q i
~\0 G 0 Re{z}
6<0
7 “TRAT = T
_______ cifj 34

Intrucat cercul de centru (1/2,0) si de raza Y% este inscris in cercul unitar din planul z,
daca sistemul analogic echivalat este stabil atunci si sistemul digital echivalent va fi
stabil.

Raportul dintre partile imaginara si reala ale varibilei complexe z ne da tangenta
frecventei digitale (Q) rezulta ca tg(Q)=wT.

Legatura dinte frecventa digitald Q si freventa analogicd o, introdusa de metoda de
echivalare bazatd pe aproximarea ecuatiei diferentiale nu este o relatie liniard, si forma
raspunsului in frecventa al sistemului digital nu va fi identica cu forma raspunsului in
frecventa al sistemului analogic. Mai mult, este posibil ca sistemul digital nici sa nu aiba
raspuns in frecventa.

Intr-adevar, in conformitate cu cerintele metodelor de echivalare, pentru ca sistemul
digital sa aiba raspuns in frecventa ar fi necesar ca axa imaginara din planul s sa se
transforme in cercul unitate din planul z. Nu este cazul acestei metode de echivalare
decat daca Q este foarte mic (pentru Q <n/36 cele doua cercuri sunt foarte apropiate).
Conditia ca Q sa fie foarte mic revine la conditiile ca » sa fie foarte mic sau ca T sa fie
foarte mic.

Dacé consideram ca sistemul analogic este de banda limitata la valoarea w,,, atunci
pentru ca Q,,; < 1 /36 e necesar ca frecventa de esantionare pe care o folosim sa fie de 72
de ori mai mare decit m,,. Aceasta valoare poate fi foarte mare. In sférsit, nu e sigur ca
sistemul digital va fi cauzal. Pentru ca sa fie cauzal, ar fi necesar ca regiunea sa de
convergenta sa fie in exteriorul cercului unitate, ceea ce nu se intampla neaparat in cazul
metodei de echivalare bazatd pe aproximarea ecuatiei diferentiale care descrie sistemul
analogic de echivalat cu o ecuatie cu diferente finite.
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SRR 7/ | szplane | z-plane

Semiplanul stang 6 <0 = disc |z| <1/2,centru = (1/2, O)
z|>1/2,centru =(1/2,0)

Semiplanul drept c > 0= exteriorul discului

Axaimaginara s = jo,c =0= disc |z|=1/2,centru =(1/2,0)
S 1 1+ joT
l1-joT 1+((;)T)2

=x+y
35
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Exemplu: FTJ de ordinul intai

®,

36

In scopul comparirii performantelor metodei de echivalare bazata pe invarianta
raspunsului la impuls cu metoda de echivalare bazata pe aproximarea ecuatiei
diferentiale cu o ecuatie cu diferente finite, vom relua exemplul din cazul echivalarii
bazate pe invarianta raspunsului la impuls (schema circuitului este prezentata in prima
figurd). Vom considera ca valoarea constantei de timp este egala cu 0.5 sec iar pasul de
esantionare T=0.05 sec.

Expresia functiei de transfer a sistemului analogic este Ha(s). Expresia functiei de
transfer a filtrului digital echivalent obtinut cu metoda de echivalare bazata pe
aproximarea ecuatiei diferentiale cu o ecuatie cu diferente finite este Hd(z).
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05

04

Ha(@)|Ha( Q)]

03

02

0.1

Finite difference approximation

Tp=0.5[sec]
T=0.05[sec]
Q =atan(oT)

——

[Ha( Q)]

-150

-100 -50

50

100

@ 150
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Se compara raspunsurile n frecventa ale sistemului analogic de echivalat si al filtrului
digital echivalent in cazul metodei de echivalare bazata pe aproximarea ecuatiei

diferentiale cu o ecuatie cu diferente finite.

Se constata ca raspunsul in frecventa al filtrului digital echivalent este apropiat de
raspunsul in frecventa al filtrului analogic in special la frecvente joase (vezi slideul

urmator)
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Finite difference approximation

= N
S -
= To=0.5[sec]
;-\04 T=0.05[sec] 7 A\
< = i
€ o5 Q=atanEn) |
L2
03
02 H[Ha( Q)| '
7
//
0.1
E==?.r’ —|
1
Olea(m)l
10 5 -0y 0 @ 10 o
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Impulse invariance method
g os HH 4 3
Fe Tp=0.5[sec] / N
5 — T T T T T T T RL
0.3 I, N
0.2 - | I =3
= [Ha(o) =
0.1
0
-6 -4 -2 0 =2 4 o6
Finite difference approximation
= I - =
a0 I
=) Tp=0.5[sec] .
=3 T=0.05[sec] /N Acuratete mai mare !
%0;5 Q =atan(oT) Fi ALY
e = 1 _I_ T \ (fata de metoda invariantei
o raspunsului la impuls)
02 H[Ha( Q)| i N
7 N
Pl s
01 i e
|
,[Ha@)] 39
10 5 -0y 0 (@ 5 10 ©

in figura de sus se compara raspunsurile in frecventa ale filtrului analogic de echivalat si
al filtrului digital echivalent obtinut pe baza metodei de echivalare bazata pe invarianta
raspunsului la impuls.

In figura de jos se compara raspunsurile in frecventa ale sistemului analogic de echivalat
si al filtrului digital echivalent in cazul metodei de echivalare bazata pe aproximarea
ecuatiei diferentiale cu o ecuatie cu diferente finite

Se constata ca raspunsul in frecventa al filtrului digital echivalent este mai apropiat de
raspunsul 1n frecventd al filtrului analogic in cazul metodei de echivalare bazata pe
aproximarea ecuatiei diferentiale cu o ecuatie cu diferente finite.
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4. Echivalarea bazata pe transformarea
biliniara

Consideram cazul integratorului analogic, descris de ecuatia diferentiala:
% = x(1)= (1) = [ x(xhr = H, (5) =~

S

—0

Integrala /, poate fi calculata numeric folosind, metoda trapezelor.

Aria A, poate fi aproximata cu aria trapezului ABCD.

1"=y(nT)—y((n—1)T): ’]'T x(_c)d_cg(AB+§D)AD:[X(HT)-i-x(z(n—l)T)]T.

(n-1)T

S-a obtinut:

T
y[n]—y[n—l] = 5(x[n]+x[n—1]).
Aceasta este ecuatia cu diferente finite care caracterizeaza sistemul digital

cu functia de transfer

_Zl—i—zfl
21-z"

Hd(Z) =Ha(s) 21—z

s:? 1
1+z7
‘ 40

Ultima metoda de echivalare a sistemelor analogice cu sisteme digitale este bazata pe
transformarea biliniara. Aceasta transformare a fost studiata si la matematica si este
folosita la constructia diagramei cercurilor utilizata la cursul de Tehnica frecventelor
inalte.

Se considera cazul integratorului ideal. Ecuatia diferentiald care descrie acest sistem

analogic este prezentatd in prima ecuatie. Integrand in ambii membri si aplicand
transformata Laplace se obtine functia de transfer a sistemului analogic H,(s).

Existd metode numerice pentru calculul integralei In. Una dintre ele este metoda
trapezelor. Se considera exemplul din figura de pe slideul urmator.

Se obtine o ecuatie cu diferente finite ce descrie sistemul digital echivalent cu functia de
transfer Hy(z).

Comparand expresiile functilor de transfer ale sistemelor analogic de echivalat H,(s) si
digital echivalent H(z) se constata ca legdtura dintre planele s si z introdusa de aceasta
metoda de echivalare este s=(2/T)(1-1/z)/(1+1/z). Aceasta este tocmai transformarea
biliniara.
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d ’ 1
Z=x(t)=y(t)= [ x(t)dr=H,(s) ==
dt b s
Semnalul de x(®) g
intrare B
AI]
A D
T 0 T h-)T nT t
Aria A, (ABCD)~ integrala I : metode numerice
21-z"
§==—"; H,(z)=H,(s)| , .
ries : e,

Se considera exemplul din figura, in care forma de unda a semnalului de intrare este
reprezentata cu rosu.

Aria A, din figura, egala cu diferenta dintre y(nT) si y((n-1)T) poate fi aproximata cu aria
trapezului ABCD.
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Relatia dintre planele s si z in cazul echivalarii
pe baza transformarii biliniare

2 2
145 (HZGJ +(ij o<0 = [7<I

21-z" 2
T R e LI
1—55 (1——cj +(fo)) 6>0 = [7>1
2 2

Metoda de echivalare bazata pe transformarea biliniara este singura dintre cele trei metode de echivalare la
care exista o relatie intre planele s si z care respecta integral conditiile metodelor de echivalare.

()] 1 Im{z}
Planul s Planul z
Re{z}
1
c<0 = z\ <1, semiplanul stang (planul s) = discul unitar (planul z)
c=0 = ‘z‘ =1, axa imaginara (planul s) = cercul unitar (planul z) 4

c>0 = ‘z‘ >1, semiplanul drept (planul s) = oexteriorul discului unitar (planul z)

Pe baza primei ecuatii se poate exprima z in functie de s, ca in a doua ecuatie. Tinand
seama de faptul cd s=c+jm, modulul lui z din ecuatia a doua se poate exprima ca in
ecuatia a treia.

* Se observa ca dacd o < 0 atunci |z| este subunitar.

Cu alte cuvinte, punctelor din semiplanul stang al planului s le corespund punctele din
interiorul cercului unitate din planul z.

Un sistem analogic stabil se transforma intr-un sistem digital stabil.
* Dacic=0atunci|z|=1:
Axa imaginara din planul s se transforma in conturul cercului unitate din planul z;

Daca sistemul analogic are raspuns in frecventd atunci si sistemul digital echivalent are
raspuns in frecventa.

* In sfarsit, daca ¢ > 0 atunci se obtine | z | > 1.

Semiplanul drept al planului s se transforma in exteriorul cercului unitate din planul z.
Daca sistemul analogic este cauzal atunci si sistemul digital echivalent este cauzal.

Se remarca faptul ca metoda de echivalare bazata pe transformarea biliniara este singura
dintre cele trei metode de echivalare studiate care respecta integral conditiile metodelor
de echivalare.
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Relatia intre raspunsurile in frecventa ale
sistemelor echivalente in cazul
transformarii biliniare

(2=2atan(®T/2) oT

‘z‘ =1s1Q :2arctgm7r.

i} Axa imaginara a planului s se transforma in
cercul unitar din planul z.
Legatura dintre frecvente este :

2 Q T
w=—1g— sau Q:Zarctgm—
43

In continuare se determina legitura dintre frecventa digitald si frecventa analogica
introdusa de metoda de echivalare a sistemelor analogice cu sisteme digitale bazata pe
transformarea biliniard. Asa cum s-a mentionat deja, axa imaginard din planul s se
transforma in conturul cercului unitate din planul z. Punctele de pe axa imaginara din
planul s se exprima in coordonate polare in forma : s=jm.

Expresia variabilei z care corespunde transformadrii biliniare este cea din cea de a doua
ecuatie. Modulul lui z este egal cu 1.

Relatia de legatura dintre frecventa digitald Q si frecventa analogica ® nu este liniara.

Daca la frecvente joase (o relativ mic) dependenta este cat de cat liniara, pe masura ce
frecventa (® ) creste, dependenta devine tot mai neliniara.

In consecinta, raspunsurile 1n frecventd ale sistemului analogic si digital echivalent vor fi
asemanatoare la frecvente joase, dar pe masura ce frecventa creste aceste raspunsuri vor
fi din ce in ce mai diferite.
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al sistemului numeric
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44

44




	Slide 1: Transformarea sistemelor în timp continuu în sisteme în timp discret
	Slide 2
	Slide 3: O schemă generală de evaluare a calităţii unei transformări pentru sistemele de bandă limitată
	Slide 4
	Slide 5: Identificarea sistemului
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8: 1. Metoda invariantei raspunsului la impuls
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11: Aproximare prin insumarea unor semnale treapta unitara, deplasate si ponderate
	Slide 12: Aproximare prin insumarea unor semnale rampa, deplasate si ponderate
	Slide 13: Metoda invariantei raspunsului la impuls pentru  sisteme digitale echivalate  cu sisteme analogice de banda limitata
	Slide 14
	Slide 15: Relaţia dintre planele s şi z în cazul invarianţei răspunsului la impuls
	Slide 16
	Slide 17: Relaţia între răspunsurile în frecvenţă ale sistemelor echivalente în cazul invarianţei răspunsului la impuls
	Slide 18
	Slide 19: Exemplu: circuitul RC
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24: Raspunsul in frecventa
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27: 2. Echivalarea sistemelor de banda limitata prin metoda invariantei raspunsului indicial
	Slide 28
	Slide 29: Exemplu: circuitul RC
	Slide 30
	Slide 31: 3. Echivalarea unui sistem analogic prin aproximarea ecuaţiei diferenţiale care îl descrie printr-o ecuaţie cu diferenţe finite
	Slide 32
	Slide 33: Relaţia dintre planele s şi z în cazul aproximării ecuaţiei diferenţiale printr-o ecuaţie cu diferenţe finite
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40: 4. Echivalarea bazată pe transformarea biliniară
	Slide 41
	Slide 42: Relaţia dintre planele s şi z în cazul echivalării pe baza transformării biliniare
	Slide 43: Relaţia între răspunsurile în frecvenţă ale sistemelor echivalente în cazul transformării biliniare
	Slide 44

