Transformarea z

http://shannon.etc.upt.ro/teaching/ps/Capl0 TransfZ.pdf

Transformarea z generalizeaza transformarea Fourier in
timp discret pentru intreg planul complex la fel ca si
transformarea Laplace care generalizeaza transformarea
Fourier pentru intreg planul complex.

Pentru variabila complexa se foloseste notatia:

Z=x+j-y=r-e¥ x yeR

|z|:r=«/x2+y2

Q=arg{z}

Urmatorul capitol este dedicat studiului transformatei z. La fel ca si transformata Laplace
care generalizeaza transformata Fourier pentru intreg planul complex, transformata z
generalizeaza transformata Fourier in timp discret pentru intreg planul complex.

Pentru variabila complexa z se foloseste notatia in coordonate polare din ecuatie,
evidentiindu-se modulul si argumentul. Argumentul reprezinta frecventa in timp discret.
Partea reald a variabilei z se noteaza cu X iar partea imaginara cu y.
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Raspunsul unui sistem discret liniar si invariant in timp la exponentiala
complexa discreta de modul neunitar
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Am introdus semestrul trecut transformata Fourier in timp discret calculand raspunsul unui
sistem discret liniar si invariant in timp la o exponentiald complexa de modul unitar. In
continuare determindm raspunsul unui sistem liniar si invariant In timp discret la o
exponentiala complexa de modul neunitar de forma z, la puterea n.

Z este variabila complexa de modul r si argument Q. z, este o constantd complexa de modul
Iy si de argument ;. Semnalul de la iesirea sistemului liniar si invariant in timp cu
raspunsul la impuls h[n] va fi semnalul y[n] obtinut prin convolutia dintre h[n] si z, la
puterea n. Intrucat insumarea se face dupi indicele k, z, la puterea n poate fi dat factor
comun. Functia H(z) reprezinta transformata z bilaterala a raspunsului la impuls h[K] si
poarta numele de functie de transfer a sistemului considerat. Deci raspunsul sistemului la
exponentiala complexa discretd de modul neunitar considerata este proportional cu
exponentiala complexa discreta consideratd. Exponentiala complexa discreta de modul
neunitar este functie proprie pentru orice sistem liniar si invariant in timp discret. Valoarea
proprie corespunzatoare este egald cu valoarea functiei de transfer a sistemului in z,. De
aceea raspunsul sistemului liniar si invariant 1n timp discret la o combinatie liniara de
exponentiale complexe discrete de modul neunitar in care exponentialele complexe sunt
poderate cu coeficientii ¢, va fi tot o combinatie liniara de exponentiale complexe discrete
de modul neunitar in care exponentialele sunt ponderate cu coeficientii ¢, H(z,).




Transformarea z bilaterala

Transformarea z bilaterala a semnalului x[n] discret aperiodic:

Z{x[n]}(z)z X (z):ngoox[n]-z‘“ cz=r-e® r>o.

Legatura dintre transformata Z si transformata Fourier in timp discret:

Z{x[n]}(z) = ngw(x[n]-r‘”)-e‘m” -~ T{r‘” -x[n]}(Q) :r>0.
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Transformata z evaluata pe cercul unitar, de raza |z|=1,
este transformata Fourier in timp discret

Transformata z bilaterald a semnalului in timp discret x[n] se noteaza cu X(z) si este definita
ca In prima ecuatie. Tindnd seama de exprimarea variabilei complex z in coordonate polare
expresia transformatei z ia forma din ecuatia a doua si reprezinta transformata Fourier n
timp discret a semnalului r la minus n inmultit cu x[n]. Daca variabila z este situata pe
cercul unitar (r=1) atunci transformata z a semnalului x[n] se particularizeaza la
transformata Fourier ]n timp discret a acestui semnal. Intrucat transformata z reprezinta
suma unei serii sunt de interes conditiile 1n care transformata z este convergentd. Pentru ca
sa fie convergentd este necesar ca modulul transformatei z sa fie finit. Intrucat modulul
sumei este mai mic sau egal decat suma modulelor si modulul exponentialei complexe este
unitar, modulul transformatei z va fi mai mic sau egal cu suma seriei modulelor r- x[n].
Aceasta serie este convergenta daca produsul r"- x[n] este un semnal de clasa 11.
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Exemple
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Regiunea de convergenta (ROC) = valorile variabilei complexe z pentru care
X(z) exista j

X(z)-functie rationala, zerourile = radacini ale
numaratorului; polii = radacini ale numitorului.
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Constelatia de poli si zerouri (PZC).

In continuare se prezinti cateva exemple de calcul a transformatei z bilaterale. Pentru
semnalul din primul exemplu aplicand definitia transformatei z se obtine suma unei serii de
puteri de ratie a -z'1. Aceasta serie este convergentd dacd modulul ratiei este subunitar.
Aceasta conditie este echivalenta cu conditia ca |z| sa fie mai mare decat [a]. Multimea
valorilor lui z pentru care o transformata z este convergenta se numeste regiune (domeniu)
de convergenta a acelei transformate. Suma seriei de puteri este egald cu inversul diferentei
dintre 1 si ratie. Se observa ca suma seriei este egald cu z/(z-a), care este o functie rationala
de z. Radacinile ecuatiei obtinuta prin egalarea numaratorul transformatei z cu zero se
numesc zerouri ale transformatei z. Radacinile ecuatiei obtinuta egaland numitorul
transformatei z cu 0 se numesc poli ai transformatei z. Amplasarea in planul complex a
polilor si zerourilor unei transformate z se numeste constelatie de poli si zerouri a acelei
transformate z. Polii se noteaza cu cruciulite iar zerourile cu cerculete. In figura este
prezentatd constelatia de poli si zerouri a transformatei z din acest prim exemplu. S-a
considerat ca a este pozitiv caz in care este egal cu modulul sdu. Avem un pol in a si un zero
in origine. Pe aceeasi figura este reprezentatd cu puncte regiunea de convergenta a
transformatei z. Aceasta reprezinta exteriorul cercului de raza a. Dupa cum s-a spus deja
transformata z se particularizeaza la transformata Fourier in timp discret pe cercul unitate.
Intrucat, asa dupa cum se observi in figurd, cercul unitate apartine regiunii de convergenti a
transformatei z, semnalul considerat are si transformata Fourier in timp discret. Aceasta se
obtine substituind variabila z cu exp(JQ2) in expresia transformatei z. Se obtine expresia
transformatei Fourier in timp discret din ultima ecuatie. Se constata, verificand in tabelul de
perechi semnal transformatd Fourier in timp discret ca aceasta ecuatie este intr-adevar
corecta.
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Semnalul din primul exemplu era cauzal. In cel de al doilea exemplu se considerd un semnal
anticauzal. Transformata sa z se calculeaza pe baza definitiei. Facand schimbarea de indice
n in —N Se obtine suma unei serii de puteri de ratie z/a. Aceasta serie este convergenta daca
modul ratiei este subunitar. in consecinta, regiunea de convergenta a transformatei z din
exemplul 2 este interiorul cercului de raza a (s-a considerat ca a este cuprins intre 0 si 1.
Suma seriei de puteri este egala cu z/(z-a). Constelatia de poli si zerouri si regiunea de
convergentd sunt prezentate in figura. Intrucét cercul unitate nu este cuprins in regiunea de
convergenta, acest semnal are transformata z dar nu are transformatd Fourier in timp discret.
Comparand exemplele 1 si 2 constatdm ca ambele semnale au aceeasi transformata z desi
primul este cauzal si al doilea este anticauzal. Diferenta intre transformatele z ale celor doud
semnale o face Tnsa domeniul de convergenta care in cazul primului semnal este exteriorul
unui cerc iar in cazul celui de al doilea semnal este interiorul aceluiasi cerc. De aici poate fi
inteleasa importanta regiunii de convergenta a transformatei z.




Proprietatile domeniului de
convergenta al transformarii z
bilaterale

1. Domeniul de convergenta al transformatei z bilaterale nu poate
contine nici un pol al acesteia.

2.Daca x[n]este un semnal cu suportul de durata finita, X (z),
transformata sa bilaterala exista in tot planul, cu exceptia evenual

a punctelor z=0 si/sau z = oo.

3.Daca x[n] este un semnal cu intindere infinita spre dreapta si

daca cercul |z| =1, este din domeniul de convergenta al transformatei

z bilaterale, atunci toate punctele din plan |z| > Iy, Cuexceptia eventual
a punctului de la infinit, sunt din domeniul de convergenta.

La fel ca in cazul transformatei Laplace si in cazul transformatei z domeniul de convergenta
are 5 proprietati.

Prima proprietate arata ca polii unei transformate z nu pot apartine regiunii sale de
convergentd. Intr-adevar, cand z ia valoarea unui pol, numitorul transformatei z se anuleaza
si valoarea transformatei z devine infinita.

Proprietatea a doua a regiunii de convergenta se referd la semnale de durata finita. In cazul
acestora transformata z nu se mai exprima printr-o serie ci ea devine o suma cu un numar
finit de termeni. De aceea problema convergentei dispare. Putem afirma ca regiunea de
convergenta este Intreg planul complex.

Proprietatea 3 se referd la semnale cauzale (cu intindere infinita spre dreapta). Regiunea de
convergenta a acestora este exteriorul unui cerc (ca in exemplul 1).

Proprietatea 4 se referd la semnale anticauzale (cu intindere infinita spre stanga).




4.Daca x[n] este un semnal cu intindere infinita spre stanga si daca
cercul |z| =y, este inclus in domeniul de convergenta al transformatei

z bilaterale atunci toate punctele din plan |z| < r,, cu exceptia eventual

a punctului din origine sunt din domeniul de convergenta.

5.Daca x[n] este un semnal cu intindere infinita atat la stanga cat si la
dreapta si daca cercul |z| =1, esteinclusin domeniul de convergenta al
transformatei z bilaterale, atunci acesta este o coroana circulara ce include

cercul |z|=r,. _ _ X[n]=x,[n]+x,[n]
iy iy iy
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Semnal x,[n] cu intindere spre Semnal x,[n] cu intindere ROC a lui X(z) este
dreapta_(cauzal); ROC in afara spre stanga (anti-cauzal); intersectia celor
cercului de raza R- disc cu raza R* doua ROC (cerc) 7

Proprietatea 4 se referd la semnale anticauzale (cu intindere infinita spre stanga). Regiunea
de convergenta a transformatei z a unui semnal anticauzal este interiorul unui cerc (ca in
exemplul 2).

Proprietatea 5 se referd la semnale cu intindere infinita atat la dreapta cat si la stanga.
Regiunea de convergenta a unui astfel de semnal (daca existd) este o coroand circulari. In
continuare se dau incd un exemplu de calcul a transformatei z a unui semnal pentru a
exemplifica si proprietatea 5.




Exemplu

3.x[n]=a",0<a<1, x[n]=a"[n], iy
x,[n]=a"o[-n-1], x[n]= x [n]+ x,[n]
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Semnalul din exemplul 3 este cu Intindere infinitd atat spre dreapta cat si spre stanga. El
poate fi descompus intr-o suma de doud semnale, unul cauzal, x1, si unul anticauzal x2,
x=x1+x2. Regiunea de convergenta a transformatei z a primului semnal este |z| > a deoarece
este vorba tocmai despre semnalul din exemplul 1.

Cel de al doilea semnal este de tipul semnalului din exemplul 2 si transformata sa z are
regiunea de convergenta |z| <1/a.

In consecinta regiunea de convergenta a transformatei z a semnalului din acest exemplu este
coroana circulara cuprinsa intre cercurile de raza a si 1/a. Daca a are valori cuprinse intre 0
si 1 atunci cercul unitar apartine regiunii de convergenta a transformatei z si semnalul are si
transformata Fourier 1n timp discret.




Trasformarea z inversa

Fie I" un contur inchis inclus in domeniul de convergenta al transformatei z bilaterale

o0
¥ x[k]: 27 se inmulteste cu 2" si se integreaza pe cercul T;

k=—00
"z =f ¥ x[k] 2" *tdz = 5 x[k]jr%. Pentru orice functie olomorfa
k=—00 k=—o0 z
f(z j d"
in DC, f (z) si orice curba inchisa I" din DC avem: jr()?mdz :z—nljj—n f(z),
—-a nt dz
a un punct interior curbei. Functia f (z) =1 este olomorfa in intreg planul complex,
deci si in DC. Punctul a =0, este interior cercului I" considerat.

2mj
jrilﬂdz: ot nzk:x[n]:ijrx(z)z”’ldz;FeDC
(z-a) 0, n=zk 2m)
Z'l{X(z)}[n]:zinjer(z)z”'ldz:x[n] : x[n]<i>X(z).

La fel ca si in cazul inversarii transformatei Laplace si in cazul transformatei z se calculeaza
integrala curbilinie a unei functii complexe. Se considera un contur inchis I' (de exemplu un
cerc) inclus in regiunea de convergenta a transformatei z pe care dorim sa o inversam. Se
inmulteste X(z) cu z"1 si se integreaza pe conturul ales. Datorita liniaritatii integralei se
obtine 0 serie de termen general dat de produsul dintre x[K] si integrala pe contur a functiei
(1/z) k™1, O teorema din cadrul analizei matematice a functiilor complexe afirma ca
integrala pe un contur inchis a unei functii olomorfe (indefinit derivabild) f(z) impartita la
(z-a) "*! este proportionala cu derivata de ordinul n a acelei functii daca punctul a se afla in
interiorul conturului inchis. Consideram functia constanta f(z)=1 si punctul a=0, interior
cercului considerat drept contur inchis. Aplicam teorema evocata anterior pentru n substituit
cu k-n pentru a calcula suma seriei obtinuta la calculul integralei pe I" a produsului dintre
X(z) si z la puterea n-1. Se constata ca suma seriei considerate are in acest caz un sungur
termen diferit de 0 de valoare 2zjx[n]. impartind in ambii membri cu 2xj se obtine X[N]
transformata z inversa a lui X(z). Pentru a calcula transformata z inversa a lui X(z) este deci
necesar sa calculam o integrala curbilinie pe un cerc I" din produsul X(z) si z la puterea n-1.




Definirea transformatei z bilaterale
prin constelatia de poli si zerouri

Daca X (z) este o fractie rationala:

lM[(Z_ZOk)
X(z)=k*L———;zeDC.
H(Z_Zpk)

Este suficienta cunoasterea polilor z, si a zerourilor z,, pentru a
cunoaste X (z) cu exceptia constantei k.
Daca se cunoaste in plus si valoarea X (z,) intr-un anumit punct z,

din DC, se poate determina si constanta k. o

Dupa cum s-a observat in majoritatea exemplelor date deja transformata z este o functie
rationala (raport de doud polinoame). Daca se cunosc polii si zerourile transformatei z
atunci polinoamele de la numarator si de la numitor pot fi factorizate In monoame care
contin radicinile acestora ca in formula. In acest caz, pornind de la poli si zerouri putem
identifica transformata z cu exceptia valorii constantei k. Daca cunoastem si valoarea
transformatei z intr-un punct, X(z,) atunci putem determina si valoarea constantei k. Deci
pentru a afla expresia unei transformate z este suficient sa-i cunoastem constelatia de poli si
zerouri si valoarea Intr-un punct.
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Exemplu

Fie constelatia de poli si zerouri din figura
cuz,=0siz, =0,5.

z 1
z-05 1-0,52"
Daca semnalul x[n] este cauzal atunci
DC: [¢| >|zp|:0,5.

Deoarece cercul unitar este in interiorul DC

Pentruk =1: X (z) =

semnalul x[n] are si transformata Fourier in timp discret:
e 1

e -0,5 1-0,5e°

Fie punctul A de pe cercul unitar, plasat la unghiul Q

x(Q)=

(lungimea arcului de cerc in radiani).
OA
IX(Q)=1—: ®(Q)=arg X (Q)=y-0o.

‘HD‘ 1

De exemplu, 1n cazul constelatiei de poli si zerouri din figura, pentru k de valoare 1, gdsim
expresia transformatei z din prima ecuatie. Simplificand cu z, se obtine expresia din
membrul drept al celei de a doua ecuatii. Considerand ca este vorba despre un semnal
cauzal, domeniul de convergenta al acestei transformate z va fi exteriorul cercului de raza
0,5. Deoarece cercul unitar este inclus in acest domeniu de convergentd, semnalul
considerat va avea si transformatd Fourier in timp discret. Expresia acesteia se obtine
substituind z cu exp(j€2) in expresia lui X(z). Mai mult, pornind de la constelatia de poli si
zerouri, se poate trasa si hodograful (reprezentarea grafica in planul complex a transformatei
Fourier 1n timp discret) corespunzator. Pentru aceasta, se considerd un punct mobil A pe
cercul unitate si se construiesc vectorii cu originea in poli si zerouri si cu varful in A, PA si
OA. Transformata Fourier in timp discret este proportionalad cu raportul dintre vectorii OA si
AP. Modulul transformatei Fourier in timp discret va fi egal cu raportul dintre modulele
vectorilor OA si AP iar argumentul transformatei Fourier in timp discret va fi egal cu
diferenta unghiurilor pe care le formeaza acesti vectori cu axa reald (\y-¢). In consecinta
masurand modulele si unghiurile pe care le formeaza acesti vectori cu axa reald pentru
diferite pozitii ale punctului A, poate fi trasat hodograful transformatei Fourier in timp
discret.
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In cazul general, notand cu z,, si cu z,, polii si zerourile
si cu y, si @, unghiurile pe care le formeaza vectorii Az ,
si Az,, cu axa orizontala, se poate scrie:

M P

H AZOk M N
‘X(z)‘=|k|kN=1—_ L O(Q)=argk + >y, — > @,.

]l;]l-: Azpk k=1 k=1

Frecventa Q reprezinta lungimea arcului de cerc masurat
in radiani, pe cercul unitar, de la intersectia acestuia cu
semiaxa X > 0 si pana in punctul A, sensul fiind cel
trigonometric.

12

La fel se procedeaza si in cazul general. Se construiesc vectorii cu originile in poli si zerouri
si cu varful in punctul A, se masoara lungimile lor (modulele) si unghiurile pe care le
formeaza cu axa orizontala si se Inlocuiesc valorile obtinute in cele doua formule (prima
este pentru modulul transformatei Fourier in timp discret iar cea de a doua pentru
argumentul transformatei Fourier in timp discret). In acest mod se obtine un punct de pe
hodograf. Apoi se modifica pozitia punctului A pe cercul unitate si se reiau masuratorile
(calculele) de lungime si de unghiuri. Frecventa reprezintd lungimea arcului de cerc masurat
in radiani pe cercul unitar de la intersectia acestuia cu semiaxa pozitiva a axei orizontale
pana 1n punctul A, in sens trigonometric.
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Transformata z unilaterala

Z {x[n]}(2) = X, (2)= niox[n]z—n.
Transformata z unilaterala poate fi privita ca si transformata z bilaterala
a unui semnal cauzal.
Domeniul de convergenta al transformatei unilaterale este fie tot planul,
fie exteriorul unui disc cu centrul in origine.
Transformata z unilaterala este indicata pentru studiul sistemelor cauzale
caracterizate de ecuatii cu diferente finite liniare si cu coeficienti constanti
care au conditii initiale nenule.
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In cazul semnalelor cauzale (care au valoarea 0 pentru momente negative) transformata z
bilaterala se transforma in transformata z unilaterald. Aceasta se noteaza cu indice u i are
expresia din ecuatie. Fiind vorba de un semnal cauzal, domeniul de convergenta al
transformatei z unilaterale va fi exteriorul unui cerc sau intreg planul complex. Dupa cum se
va vedea in continuare transformata z unilaterald are proprietati asemandtoare cu
proprietatile transformatei z bilaterale.

Apar cateva diferente in cazul proprietatilor care se refera la intarzierea unui semnal
respectiv la diferentele finite ale unui semnal.

Din acest motiv, se recomanda folosirea transformatei z unilaterale in cazul sistemelor
liniare si invariante in timp discret cauzale descrise prin ecuatii cu diferente finite cu
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Proprietatile transformarii z

Notatii;

z Z,
x[nJe>X(2) ,2eDC, i x[n]e> X, (2) Tema de curs:

z 7. 5
y[n]&>Y(2) ,zeDC, ;y[n]e>Y, (2). Demonstratiile
1. Liniaritate
ax[n]+by[n]<>aX(z)+bY(z) ;2ze DC,NDC, , cel putin

ax[n]+by[n] <> aX, (z)+bY,(z)
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Intrucat transformata z bilaterale este o generalizare a transformatei Fourier in timp discret,
proprietatile sale vor fi asemanatoare cu proprietatile transformatei Fourier in timp discret.
La fel ca si in cazul transformatei Laplace, care reprezintd o generalizare a transformatei
Fourier, vor aparea doud proprietati suplimentare inscrise sub denumirile de teorema valorii
initiale respectiv teorema valorii finale. Diferenta majora dintre proprietatile transformatei z
bilaterale si proprietdtile transformarii Fourier in timp discret rezida in faptul ca in cazul
transformatei z trebuie sa tinem seama si de domeniul de convergenta.

Prima proprietate a transformatei z este cea de liniaritate. Daca transformatele z ale
semnalelor x si y au domeniile de convergentd DCX si DCy atunci domeniul de convergenta
al combinatiei liniare a semnalelor x si y va fi intersectia domeniilor de convergentd DCX si
DCy, cel putin.

In tema de curs se solicitd demonstrarea proprietatii de liniaritate a transformatelor z
bilaterala si unilaterala. Aceasta demonstratie poate fi facuta pornind de la definitiile celor
doua transformate z.
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2. Translatia in timp
x[n—ng]<>z2™X(z),zeDC.
Demonstratie

Z{x[n—no]}: § x[n-ny]z”" o f 27 (MMs) _ 71 § x[m]z™"

Dacany >0, z=0 se elimina din DC iar daca n; <0, z =0 se elimina din DC.
In cazul transformarii unilaterale, pentru ny >0:

Z,{x[n-n]} = 5 x[n—-ng]z™" e 5 x[m]z™z ™"
n=0

m=-n,

:Z%(i x[mlz™+ ¥ x[m]z‘m],

m=0 m=-n,

Proprietatea a doua se referd la translatia in timp. Domeniul de convergentd al transformatei
z a semnalului translatat in timp este identic cu domeniul de convergentad al semnalului
initial. Demonstratia in cazul transformatei z bilaterale porneste de la definitia transformatei
z a semnalului translatat. Se face schimbarea de variabild n-ny=m si se obtine rezultatul din
enuntul proprietatii. Se constata ca apare un pol cu ordinul de multiplicitate n, suplimentar
in zero. In consecintd, din domeniul de convergenta trebuie exclus punctul 0 pentru n,,
pozitiv si punctul de la infinit pentru n, negativ.

In cazul transformatei z unilaterale, nu se pune problema ca n, si fie negativ. in urma
schimbarii de variabild n-ny=m se obtine o suma de la —n la infinit, care se descompune in
doud sume, una de la —n, la -1 si cealalta de la O la infinit. Suma de la 0 la infinit reprezinta

x[-1], x[-2], etc.

15




3. Modularea in timp
el%"x[n] <> X (e‘onz) .zeDC.
Demonstratie

Z{ejQOnX[n]}= _i ejQO”x[n]z_”= _§ x[n](e‘lﬂoz)‘”,

el%"x[n] <> Xu(e’jgﬂz).

Mai general:

zgx[n]ex(iJ £ eDC; zgx[n]exu[i].
Zy Zy Z
4, Reflectarea semnalului
1
- X(zt), =eDC.
x[-n] <> (z ),Ze C

Demonstratie

16

Si proprietatea de modulare 1n timp (inmultire cu o exponentiald complexa de modul unitar)
poate fi demonstratd aplicand direct definitia transformatei z (bilaterald sau unilaterald). Se
constatd cd prin inmultire cu exponentiala complexa de modul unitar nu se modifica
domeniul de convergenta.

Aceasta proprietate poate fi formulata si intr-o forma mai generala, care se refera la
inmultirea dintre semnal, x[Nn] si o exponentiald complexa de modul cunoscut (nu neaparat
unitar) z0 la puterea n. Transformata z a produsului este transformata z a lui x de variabila
z/z0. Domeniul de convergenta al transformatei z a produsului este multimea valorilor lui z
pentru care noua variabild z/z0 apartine domeniului de convergenta al lui X(z).

Pentru a demonstra aceasta proprietate, demonstratie solicitatd in tema de curs, se
recomanda sa folositi definitiile transformatelor z bilaterala si unilaterala.

Si proprietatea transformarii z bilaterale referitoare la reflectarea semnalului se poate
demonstra pe baza definitiei. Se face schimbarea de variabila m=-n si se obtine drept
rezultat transformata z a lui x de variabila 1/z. Domeniul de convergenta al transformatei z
bilaterale a semnalului reflectat este multimea valorilor lui z pentru care 1/z apartine
domeniului de convergenta a lui X(z).

Aceasta proprietate nu exista pentru transformata z unilaterald deoarece prin reflectarea unui
semnal cauzal se obtine un semnal anticauzal.
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5. Diferentierea in domeniul n
x[n]—x[n—1]<—>(1—z‘1)x (z) ;zeDC;
x[n]—x[n—l]e(l—z’l)xu(z)—x[—l].

6. Insumarea in domeniul n

n X(Z) yA ) - *
kEwX[k]emzzx(z) ;2eDCNDC’; DC ={z||z|>1}.
: X,(2)+ % x[k]

Y x[k]<> k:‘” |z > 1.
k=—o0 1-z

Demonstratie

Fiey[n]= k=%_Oox[k] = x[n]=y[n]-y[n-1] < X (z):(l_ z—l)Y (2);

Y(2)= 1_12_1 X (z).

Pentru transformata unilaterala:

X[n]=y[n]-y[n-1] X, (z)=(1-271)¥ (2)- y[-1], y[—l]zkz_z_lwx[kl]’.

Proprietatea de diferentiere in domeniul n poate fi demonstrata folosind proprietatea de
translatie in timp (proprietatea 2) pentru n0=1. Se observa ca transformata z unilaterala
depinde de conditia initiala X[-1].

Proprietatea de insumare in domeniul n poate fi demonstrata cu ajutorul proprietatii de
diferentiere in domeniul n. Daca se noteaza cu y[n] suma esantioanelor semnalului x[K]
calculata de la minus infinit la n atunci semnalul x[n] se poate exprima ca diferenta intre
y[n] si y[n-1]. Luénd in ambii membri transformata z bilaterala se obtine legatura dintre
transformatele z ale semnalelor x siy. De aici rezultd expresia lui Y in functie de X.
Domeniul de convergenta al transformatei z a rezultatului insumarii in domeniul timp este
intersectia dintre domeniul de convergenta al lui X(z) si exteriorul cercului de raza unitara.

In cazul transformatei z unilaterale proprietatea de diferentiere in timp este diferitd, aparand
si valoarea y[-1].

17




7. Diferentierea in domeniul z

nx[n] <> -z d);iz) :zeDC.

X, (2)
dz
8. Conjugarea complexa in domeniul timp

nx[n] <> -z

* * *

X [n]<—>X (z ) ,zeDC.
x*[n]<—> X:(z*).
Demonstratie

Z{x*[n]}: ; x*[n]z_n: 3 x[n](z*)_n :X*(z*);

N =—oo N =-—oo

18

Proprietatea de diferentiere in domeniul z poate fi verificata prin calculul direct al derivatei.

Si proprietatea de conjugare complexa (a unui semnal in timp discret cu valori complexe)
poate fi demonstratd pe baza definitiei transformatei z. Se stie de la seminarul 1 de la
semnale si sisteme ca prin conjugarea complexa a unei sume de numere complexe se obtine
suma conjugatelor complexe. Transformata z a conjugatului complex al semnalului x[n] este
conjugata complexa a transformatei z a lui x de variabila z conjugat.

18




9. Teorema convolutiei in domeniul timp
x[n],y[n]eC.

x[n]*y[n] e X(z)Y(z) ze DC, N DCy cel putin.
x[n]*y[n] & X, (z)Yu ().

Demonstratie

19

Una dintre cele mai importante proprietati ale transformatei z este proprietatea de
convolutie in domeniul timp. Transformata z a convolutiei semnalelor x[n] si y[Nn] este egala
cu produsul dintre transformatele z ale semnalelor x si y. Dacd domeniul de convergenta al
transformatei z a semnalului x este DCx si domeniul de convergenta al transformatei z a
semnalului y este DCy atunci domeniul de convergenta al transformatei z a convolutiei este
intersectia dintre DCX si DCy, cel putin. Demonstratia proprietatii se face pe baza definitiei
transformatei z, in care se expliciteaza suma de convolutie si se Tnmulteste si se imparte cu z
la puterea —k. Apoi se face schimbarea de variabild n-k=m si se separa cele doud sume

obtinandu-se produsul transformatelor z Y(z) si X(z).
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10. Teorema produsului semnalelor in domeniul timp

x[n]y[n]ezinjjrx(u)Y GH_“ TreDC.

DC ={z|R—<|z|<R+};Dc ={z|R_<|z|<R+}
X X X y y y

:>R_<|u|<RJr si R_<H< RT.
X X Yy u Y

Prin inmultire =

R_-R_ <|z]<Rf-RT @DC:{Z
X Yy X oy

R_-R_<|z|<R+-R+}.
Xy Xy

1 z \du
nlyln] o 5[ X, ), (Jj? reDC.

20

Proprietatea duald se referd la produsul in domeniul timp. Transformata z a produsului
semnalelor x si y este proportionald cu o integrala curbilinie din produsul dintre X(u) si
Y(z/u). Daca regiunile de convergenta ale transformatelor z ale semnalelor x si y sunt
coroanele circulare cuprinse intre cercurile de raze Rx- si RX+ si respectiv Ry- si Ry+ atunci
regiunea de convergentd a transformatei z a produsului dintre semnalele x si 'y va fi coroana
circulara cuprinsa Intre cercurile de raze RX-Ry- si RX+Ry+.




Demonstratie

Z{x[n]y[n]}= E x[n]y[n]z™" = § (ijrx(upn_lduJy[n]z_nz

n=—o N = —oo\ 27

%ﬂ{jrx(u)ngwy[n](fjnh—uzim rx(u)Y(éjdu—u-

Particularizari.

1 (7 \d
x[n]el?.y[n]= x[n]:|x[n]| <—>7J X (u) X (3—]#:

«[z )du
= Sl fx (L2
Dacau=e'" = u" =e ' sidu= je’*dQ si

o\ (o) : 87dQ
> [ i - | [ X (e (e) % 0 =
1% Al 1% 2

== [|X(e”) da=—-[[x (@) do 21

—o -0

Pentru demonstratie se aplica definitia transformatei z bilaterald a produsului Xy si se
exprima semnalul x ca si transformare z inversa a lui X(u). In expresia obtinuta se identifica
transformata z a lui y si se obtine integrala curbilinie deja amintita.

O particularizare interesanta se obtine daca se considera ca semnalul x[n] este de energie
finita si ca semnalul y[n] este egal cu conjugatul complex al semnalului x[n]. In acest caz
produsul dintre x si y devine egal cu patratul modulului lui x. Se obtine expresia
transformatei z a patratului modulului semnalului x[n]. Substituind u cu exp(jQ2) se obtine
transformata Fourier in timp discret a patratului modulului semnalului x[n]. S-a demonstrat
in acest mod relatia lui Parseval pentru semnale in timp discret de energie finita.
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11. Teorema valorii initiale aunui semnal discret cauzal
x[O]:‘I‘im X, (z):‘l‘im X (2).

Demonstratie

0

X (2)=X,(2)= 3 x[n}" = x[0]+%x[1]+...

n=0
Trecand la limita se obtine relatia din enunt.
12. Teorema valorii finale a unui semnal discret cauzal
X[oo] = Izlm(z—l) X,(z)= Iz'ﬂ}(z_l) X (2).
Demonstratie

c n+l=m

i(x[n+l]—x[n])z’”=ix[n+l]z’”—xu(z) = ix[m]z’(m’” -X,(2)=

n=0 n=0 m=1

= z(i x[m]z™" —x[O]j— X, (z)=(z-1) X, (z)-zx[0].

Pentruz »> I IZi_rgg(x[n +1]- x[n])z’” = Izim(z -1) X, (z)-x[0],

sau: X[oo] - x[0] =lim(z-1) X, (2)-x[0] < x[o]=lim(z-1) X, (2).

z-1 -1 22

In cazul semnalelor in timp discret cauzale teorema valorii initiale are forma din prima
ecuatie, valoarea initiala a semnalului x[0] se calculeaza ca limita caind modul de z tinde la
infinit din X(z). Demonstratia face din nou apel la definitia transformatei z (unilaterald de
data aceasta). Transformata z unilaterald a semnalului x[n] se exprima ca si suma dintre
valoarea initiald si alti termeni care sunt proportionali cu puteri negative ale lui z. Acesti
termeni tind la zero cand modulul lui z tinde la infinit.

Valoarea finald a unui semnal cauzal in timp discret se poate calcula ca limitd cand z tinde
la 1 din produsul (z-1)X(z). Pentru demonstratie se porneste de la transformata z unilaterala
a diferentei x[n+1]-x[n]. Aceasta este egala cu diferenta dintre transformata z unilaterala a
semnalului x[n+1] si transformata z unilaterala a semnalului X[n].

In urma substitutiei n+1=-m si a adaugarii si scaderii lui x[0], poate fi dat z factor comun si
se obtine forma finald a transformatei z a semnalului x[n+1]-x[n] ca diferenta a produselor
dintre z-1 si transformata z unilaterala a semnalului x si z si x[0]. Apoi se trece la limita
pentru z tinzand la 1. In membrul stang se obtine suma dupa n luand valori de la 0 la infinit
din x[n+1]-x[n] iar in membrul drept se obtine diferenta dintre limita si x[0]. Suma din
membrul sting este egala cu diferenta dintre x[o0] si X[0]. In final valoarea finald este egald
cu limita.
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Relatia dintre transformata z si
transformata Laplace

Xa (t) <> X, (s) Prin esantionare se obtine

f(t)= 3 X, (nT,)8(t-nT,)=

N=—o0

= L{x(t)} = n;iioo Xa (NTe )£{3(t—nTy)} = 5 Xq (T, )e ™.

N=—00

Xa (NTs) = X4 [n]= Z {Xq [n]}:niwxd [l = 3 X, (NTg )z "

L{xa (t)3r (t)} oy =Z{xq[n]}; Lu{xa (t)STSEt)} oy =2y {Xg [n]}-

Tr.Laplace a semnalului analogic esantionat Tr.Z a semnalului digital corespunzato
ﬁ{xa (t)3r, (t)} TS _ g Z{x4[n]}: x4[n]=%a(nT;)

Z=¢€

23

Se considera semnalul analogic X, cu transformata Laplace X,. Se esantioneaza ideal
semnalul x,(t) , cu pasul de esantionare T, obtinandu-se semnalul x” .

Transformata Laplace a semnalului esantionat rezultd pe baza liniaritatii transformatei
Laplace ca suma ponderata de transformate Laplace ale unor distributii Dirac translatate in
timp cu nT,. Aceste transformate Laplace sunt egale cu exp(-snT,).

In urma esantiondrii ideale a semnalului X, se obtine semnalul digital X, ale carui esantioane
sunt egale cu esantioanele semnalului X, prelevate la momente nT,. Transformata z a
semnalului x4 este o suma ponderata de puteri ale Iui z. Comparand transformata Laplace a
semnalului esantionat ideal cu transformata z a semnalului digital constatam ca ele sunt
identice pentru z=exp(sTy).




Studiul sistemelor discrete liniare
si Invariante in timp prin
Intermediul transformarii z

Forma simpla a teoremei convolutiei semnalelor
discrete face din transformata Z un instrument
util pentru studiul sistemelor discrete LIT.

Daca sistemul studiat este cauzal si are conditii
Initiale nenule, este utila transformarea Z
unilaterala.

24

La fel cum se foloseste transformata Laplace pentru studiul sistemelor analogice liniare si
invariante in timp se foloseste si transformata z pentru studiul sistemelor liniare si invariante
in timp discret.

24




Functia de sistem a unui sistem
discret, liniar si invariant in timp

x[n] y[n]= X(z) Y(z)=
hn h[n]#x[n] b) HE) H(z)X(z)

a)

Functia H(z), numita "functia (de) sistem" sau
"functia de transfer a sistemului" caracterizeaza
complet comportarea sa in planul complex z,
dupa cum raspunsul la impuls h[n] caracterizeaza
complet comportarea sistemelor in timp.

25

Semnalul de la iesirea sistemului liniar si invariant in timp cu raspunsul la impuls h[n] cand
la intrarea sistemului se aduce semnalul x[n] se exprima ca si convolutia semnalului de
intrare cu raspunsul la impuls. in conformitate cu proprietatea 9 a transformatei z (teorema
convolutiei) Y(2)=X(z)H(z). In consecinti functia de transfer a sistemului se obtine ca
raport al transformatelor z ale semnalelor de la iesire si de la intrare.

25




Daca sistemul discret este stabil, exista si transformata
Fourier in timp discret a lui h[n] si prin urmare cercul
unitar este in domeniul de convergenta al functiei
de sistem ce caracterizeaza un sistem stabil.

Daca sistemul este cauzal: H (z) = H(z), atunci
domeniul de convergenta al functiei este exteriorul
unui disc.

Daca sistemul este stabil si cauzal, cercul unitar este in
DC. Toti polii functiei sistem a unui sistem stabil si
cauzal au modulul subunitar ceea ce este ehivalent
cu faptul ca sunt cuprinsi in interiorul discului unitar:

2ol <1 2

Daca sistemul discret considerat este stabil atunci cercul unitate este in domeniul de
convergenta DC al H(z).

Daci sistemul discret considerat este cauzal atunci domeniul de convergenta al functiei sale
de transfer este exteriorul unui cerc.

Daci sistemul discret considerat este cauzal si stabil atunci polii séi se afld in interiorul
cercului unitate. In consecinta cercul unitate se afld in domeniul de convergenta al functiei
de transfer a unui sistem cauzal si stabil.
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Determinarea raspunsului unui
sistem discret liniar si invariant in
timp, utilizand transformarea Z

Daca x[n] este dat si se specifica h[n] «—H(z) atunci
se aplica semnalului de intrare transformarea
directa rezultand X(z). Raspunsul in complex este
Y(2)=H(@2)X(2).

Aplicand transformarea Z inversa, rezulta semnalul
raspuns, y[n]. Daca se lucreaza cu sisteme si
semnale cauzale in conditii initiale nenule, se va
utiliza numai transformarea Z unilaterala.

27

Atunci cand calculul convolutiei se dovedeste prea laborios se poate determina raspunsul
unui sistem la un anumit semnal de intrare cu ajutorul transformatei z. Transformata z a
semnalului de la iesire se obtine inmultind transformata z a semnalului de intrare cu functia

de transfer a sistemului. Raspunsul sistemului se poate determina calculand transformata z
inversa a lui Y(2).
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Calculul transformarii z inverse

Sunt aplicabile trei metode:
1. Calculul direct al integralei,

2. Transformarea functiei Y(z) intr-o suma
de fractii simple,

3. Metoda dezvoltarii functiei Y(z) in serie
de puteri.

28

Din fericire toate transformarile z pe care va trebui sa le inversam sunt functii rationale de z
(asa dupa cum s-a vazut si in primele trei exemple pe care le-am considerat). De aceea le
vom putea descompune in fractii Simple si vom putea folosi tabelele de perechi semnal
transformata z pentru a inversa fiecare fractie simpla.
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2. Transformarea functiei Y(z2)
Intr-o suma de fractii simple

Metoda se aplica in cazurile in care Y(z) este o
functie rationala. Functia Y(z) poate fi un
raport de polinoame in z'! sau z.
Recomandam sa se lucreze in z'1, notand

pentru comoditate z'* = x, deoarece in
majoritatea cazurilor tabelele sunt date in
functie de puterile lui z1.

29

Se procedeaza la fel ca n cazul inversarii transformatei Laplace doar cd semiplanul drept al
planului complex se inlocuieste cu exteriorul cercului unitate iar semiplanul stang se
inlocuieste cu interiorul cercului unitate.
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1(x)= %ckx" :%ckz*" o %CKS[n —k]
R(X) a Sk bk-
— z m + z ( _
D(x) mx—x, *iE(x-x,)
a, |:(X —Xn )R(X) X=Xq
D(x) "™

X=Xk °

(s, —i) [dx*"| D(x)
Se aplica transformarea inversa fiecarui termen din suma, dupa ce

se revine mai intai la z1 = x, utilizand tabelele de transformate si

tabelele de proprietati ale transformarii. %

Daca gradul numaratorului N(x) este mai mare decat gradul numitorului D(x) atunci se
efectueaza prima data impartirea obtinandu-se catul impartirii 1(x) si restul R(x)/D(x). Catul
este un polinom I(x) care in urma inversarii conduce la o suma ponderata de impulsuri
unitare intarziate. Restul se poate descompune in fractii simple.

Cu xm au fost notati polii simpli iar cu xk polii multipli cu ordinul de multiplicitate sk.
Coeficientii am se calculeaza cu formula din ecuatia a patra iar coeficientii bki cu formula
din ecuatia a cincea.
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Exemple

1.Y(z)= e —0.5)(22 %) ~Y,(z)=DC={z|7| > 05}

8z 8x 8 16

O o e ) ewa ) 2 ax
8 16 4 4

Y(z)= - = - .
@) 2—z%' 4-7z% 1-05z' 1-025z7°
y[n]=4{(05)" = (0.25) ofn].

2. Aceeasi transformata Y (z)dar DC = {sz\ <0,25}
vin]=-4[(05) - 025 bl-n-1].

3. Aceeasi transformata Y (z)dar DC = {z
y[n]=-4(05)" o[- n-1]-4(0,25)"o[n].

0,25<|z|< 05}

32

Se prezintd un exemplu de inversare a transformatei z. Transformata z unilaterala se noteaza
cu indicele u si se calculeaza facand suma de la 0 la infinit si nu de la — infinit la infinit.
Transformata Y (z) din prima ecuatie are un zero in zero si doi poli : unul in 0,5 si celalalt in
0,25. Intrucat polii nu pot apartine regiunii de convergenta putem avea trei regiuni de
convergenta : interiorul cercului de raza 0,25, coroana circulara dintre cercurile de raza 0,25
si 0,5 si exteriorul cercului de raza 0,5. Daca simplificdm transformata Y(z) cu z patrat
obtinem expresia din cea de a doua ecuatie care poate fi descompusa intr-o suma de doua
fractii simple. Amandoua sunt de forma transformatei z din primele doud exemple. Daca
consideram regiunea de convergentd exteriorul cercului de raza 0,5 atunci fiecare fractie
simpla se inverseaza intr-un semnal cauzal si semnalul y[n] va fi cauzal la randul sau. Daca
consideram ca regiunea de convergenta a lui Y(z) este coroana circulard atunci prima fractie
simpla se va inversa intr-un semnal anticauzal iar cea de a doua fractie simpla intr-un
semnal cauzal. Daca consideram regiunea de convergenta este interiorul unui cerc atunci

ambele fractii simple se vor inversa in semnale anticauzale.
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3. Metoda dezvoltarii functiei
Y (z) In serie de puterli
Dezvoltarea functiei Y(z) in serie de puteri in jurul

originii
Exemplul #a

Y(z)=e*", ROC:|z|>0

ez_l:1+lz_1+iz_2+...+iz_”+...: Z—z_”
TRy n! !
1

=ylnl=5,

33

Se dau cateva exemple in care se dezvolta functia Y (z) intr-o serie de puteri in jurul originii,
rezulta astfel semnalul y[n]
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Exemplul #b

Y (z)=¢*, ROC:|z|>0,|z|#x

I S P S, B Zizm
1! 21

B 0 1 Z_n: .\ _1. 1 Z_nm= !
e T N
_8[n]-—t—o[-n—1]= —= -
=l et = et

34
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Exemplul #c

Y(z)=In (1+ az‘l), ROC :|z| > |a| = semnal cauzal

o (_ n+l n _ n+l n
Y(z):z( Y z7" >y[n]:(1)—a; n>1
n=1 n n

Teorema valorii initiale:
— L -1\ _
y[O]_ZILngoln(1+az )_0

y[n]= %a”a[n -1]

35
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Exemplul #d

V(2)=p ld>a = yln]=ao[n]

I | 1—az”!
—1+az”! | l+az ' va?z 2+ a2+,
[ az!
—az" '+ a’s?
[ atz?
—a’z?+a%:73
/ a’z>

36
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Exemplul #e, aceeasi transformata ca si la #d,
ROC diferita

1 z
Y(Z)=1_az_1 Y 2| <]al

= semnal anticauzal, transformata z contine doar puteri ale lui z

:Y(z)z—i (a‘lz)mz— i a"z" = y[n]=-a"c[-n-1]

m=1 —

z | —a+:z
—z+a'2? | —a'z—a a7 gt
[ a'Z?
—a'2?+a727?
/ al?
—a P a3t
/ a3z
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Sisteme discrete liniare si invariante in timp,
caracterizate prin ecuatii cu diferente finite
liniare si cu coeficienti constanti

N M
> ay[n-k]=> bx[n-k]; a;=0
k=0 k=0

Zbszk N(z)

N M
kZ_(“)akz‘kY(z)zkZ(:)bkz‘kX(z) = H(z)=%0 =5, functia de transfer

%‘aszk (2)

Functia de transfer a unui sistem discret LIT: functie
rationalain z or 1.

Zerouri : radacinile numaratorului N(z);

Poli : radacinile numitorului D(z).

38

Sistemele liniare si invariante in timp discret sunt caracterizate de ecuatii cu diferente finite
cu coeficienti constanti.

Functia de transfer a sistemului H(z) se obtine cu relatia data; pentru descompunerea in
fractii simple se lucreaza cu puteri ale lui z**

bilaterala.
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Pentru un sistem cauzal si stabil: polii sunt in interiorul

cercului unitar |z|=1
‘zpk‘ <1

Teorema valorii initiale: /Gr- M

) ) . N{(z ..
h[0] = lim H, (z)= lim H (z)= lim % - finita
Q0 Q0 Q0 Z
\Gr. N
Gradul numaratorului functiei de transfer a unui sistem
cauzal si stabil este mai mic sau egal cu gradul

numitorului, M<N
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Contributia polilor unui sistem
discret cauzal in raspunsul la
Impuls al acestuia

Vom considera numnai cazul polilor simpli si dubli, celelalte cazuri tratandu-se
in mod identic.

1. Perechi de poli simpli cemplex conjugati; z, = rpe’nf siz, = rpe'“'n’

Termenii corespunzatori in descompunerea lui H (z) in fractii simple sunt:

*

ot a.n + 4 ——+... iar contributia lor in 2[r] este de forma
l-re7z!' 1-pe’™z!
P P
Arisin(Qn+®@,).

Daca r, <1, raspunsul se amortizeaza, perechea de poli nu confera instabilitate
sistemului.
Daca 7, > 1, raspunsul creste exponential, sistem-instabil.

Caz aparte: poli simpli situati pe cercul unitar. Contributia lor la k[ x| este de forma:
Asin (Qpn+ D, ) oscilatie de amplitudine fixa (chiar si dupa disparitia excitatiei).
Stabilitate la limita-oscilater. 40

Raspunsul la impuls al unui sistem liniar si invariant in timp se calculeaza prin inversarea
transformatei z data de functia de transfer a acelui sistem. Dupa cum am aratat deja
inversarea unei transformate z se face prin descompunere in fractii simple. Vom considera in
continuare ca functia de transfer are doar poli simpli sau dubli.

Daci zp este un pol simplu, numar complex de modul rp si de argument Qp, atunci si
conjugatul sau complex va fi pol deoarece coeficientii polinomului de la numitorul functiei
de transfer sunt numere reale. Fractiile simple corespunzatoare acestor poli sunt specificate
in ecuatie. Inversand fiecare dintre aceste fractii simple cu ajutorul tabelului de perechi
semnal transformatd z in ipoteza ca sistemul este cauzal si adunand cele douad inverse
obtinem contributia unei perechi de poli simpli complex conjugati la rdspunsul la impuls de
forma rp la puterea n inmultit cu un sinus. Acest semnal se amortizeaza (anvelopa sa
descreste 1n timp) daca rp este subunitar. El este deci de clasa 11 si asigura stabilitatea
sistemului (stim de semestrul trecut ca daca raspunsul la impuls al sistemului este de clasa
11 atunci sistemul este stabil). Conditia rp<1 plaseaza cei doi poli complex conjugati in
interiorul cercului unitate. Deci sistemul este stabil dacd functia sa de transfer are doar poli
simpli situati in interiorul cercului unitate.
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2. Pereche de poli dubli complex conjugati,
_ 2 o -9,
z,=re "siz =re
Contributia lor la functia de transfer este de forma:
. a a
1 a}"f} Y a}“’p e PR -
—he 'z —he 7 (l—rpe "z” ) (1—rpe PZ” )
Contributia lor in raspunsul la impuls este de forma:
[Airpn sin(Q,n+®, )+ Anr; sin(Qpn+<Dp)}cs[n].
Dacar, <1, raspunsul este amortizat-sistem stabil.

*

+...

Daca r, >1, raspunsul creste in timp-sistem instabil.
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In cazul in care zp este un pol dublu al functiei de transfer si conjugatul sau complex va fi
un pol dublu al functiei de transfer. Constributia acestor poli dublii la functia de transfer este
datd in ecuatie. Inversand fiecare fractie pe baza tabelului de perechi semnal transformata z
si 1n ipoteza ca sistemul este cauzal si adunand rezultatele se obtine pe seama relatiei lui
Euler suma a doua sinusoide ca in cea de a doua ecuatie. La fel ca si in cazul polilor simpli,
daca rp<1, contributia polilor dubli la raspunsul la impuls al sistemului se amortizeaza in
timp, contributia este de clasa 11, sistemul va fi stabil. Daca ordinul de multiplicitate al
polilor este mai mare decat 2, ei vor contribui la raspunsul la impuls al sistemului cu o suma
de mai multe sinusoide ale caror amplitudini vor fi proportionale cu n la diferite puteri
inmultit cu rp la puterea n. Toate aeste componente se amortizeaza daca rp<l1.

Deci sistemul discret este stabil daca este cauzal si daca are polii in interiorul cercului
unitate.
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Calculul raspunsului unui SLIT discret
caracterizat printr-o ecuatie cu diferente finite

la iesire este necauzal):
N

M
a,y[n-k]=> bx[n-k], a,#0
- k=0

a.Z,{y[n-k]} = ibkzu {x[n-k]}

k=0

=~
o

ar %2 Sylnle |- 3ne| %, (0 Stz |

M= IDM=

=
I
o

n=1 n=1

Daca semnalul de intrare este cauzal, x[—n] =0 pentrun>0:

kZi;akzk :Yu (z)+nZ:y[—n]z”: =kzhi(;bkzk [Xu (z)}

Cunoscand X, (z) si conditiile initiale, se determina Y, (z) si apoi y[n]. s

Dupa cum se stie, sistemele liniare si invariante in timp discret sunt caracterizate de ecuatii
cu diferente finite cu coeficienti constanti. PAna acum am considerat cazul in care ecuatia cu
transformatei Fourier in timp discret ca raspunsul in frecventa al sistemului digital
considerat se poate scrie automat daca se cunosc coeficientii ecuatiei cu diferente finite. La
fel, se poate demonstra folosind transformata z bilaterald ca functia de transfer a sistemului
considerat poate fi scrisd automat daca se cunosc coeficientii ecuatiei cu diferente finite cu
liniar si invariant in timp discret descris printr-o ecuatie cu diferente finite la un semnal de
intrare specificat. Sa consideram de aceasta data ca ecuatia cu diferente finite are conditii
initiale nenule. Aplicim 1n ambii membri ai ecuatiei cu diferente finite din prima ecuatie
transformata z unilaterala. Pe baza liniaritatii acestei transformate se obtine cea de a doua
ecuatie. Folosind proprietatea de translatie in timp a transformatei z unilaterale (proprietatea
2) se obtine ecuatia a treia. Dacd semnalul de intrare este cauzal atunci valorile initiale x[-n]
sunt nule si se obtine forma din ultima ecuatie. Cunoscand transformata z unilaterala a
semnalului de intrare si valorile initiale ale semnalului de iesire y[-n] se determina, folosind
ultima ecuatie, transformata z unilaterald a semnalului de iesire. Inversand aceasta
transformata z se obtine expresia semnalului de iesire.
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Exemplu
y[n]-ay[n-1]=x[n], x[n]=ke**"o]n], y[-1] 0,

Y,(z)-az (Y, (z)+ y[—l]z):l_ejgoz_l; z|>1.
k ay[-1]
Y = . =
(2) (1—e‘Q°z‘1)(1—az‘l)Jrl—az‘1
ket 1 ka 1 ay[-1]

- - + - .
a—ef0 1 gzt g1 g7t 1-az®

L kan+1 ke iQq(n+1)
yln)=| @yl 2 o fofnl

al<1,

z|>1.
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De exemplu, se considera sistemul de ordinul Intai descris de ecuatia cu diferente finite din
prima relatie. Expresia semnalului de intrare este data in cea de a doua ecuatie. Se considera
conditia initiala nenuld din cea de a treia ecuatie. Luand in ambii membri ai primei ecuatii
transformata z unilaterala si aplicand proprietatile tranformatei z unilaterale si folosind
tabelul de perechi semnal transformata z, se obtine cea de a patra ecuatie. Pe baza
transformatei z a semnalului x[n] (considerat cauzal) se lucreaza intr-un domeniu de
convergenta identic cu exteriorul cercului unitar. Separandu transformata z unilaterala a
semnalului y se obtine expresia din cea de a patra ecuatie. Descompunand primul termen
din membrul drept al celei de a treia ecuatii in fractii simple obtinem cea de a patra ecuatie.
Inversand transformata z din fiecare dintre cei trei termeni ai membrului drept al celei de a
patra ecuatii obtinem expresia raspunsului sistemul liniar si invariant in timp de ordinul intai
considerat in prima ecuatie la semnalul considerat in cea de a doua ecuatie.
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Sisteme de ordinul |

k kz
—ay[n-1]=kx[n]= H(z)= -2 ;zeDC.
y[n] aY[” ] X[”] (Z) l—az® Z_a,Ze C

‘a\
h[n]=ka"s[n].H (Q):t
PA

ei(wfw):iei(ﬂfw).
‘ﬁ

DacaO<a<l
maximul raspunsului in frecventa

= pentru |PA| minim, Q =0, filtru trece jos.

Daca -1<a<0,
maximul rezulta pentru Q = =, filtru trece sus.
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Un sistem de ordinul intai este descris de ecuatia cu diferente finite din prima ecuatie.
Luand in ambii membri transformata z bilaterala si folosind proprietatile acesteia obtinem
functia de transfer din ecuatia a doua. Folosind tabelul de perechi semnal transformata z
rezultd raspunsul la impuls din ecuatia a treia. Pe baza expresiei functiei de transfer
constatdm ca avem un zero in zero si un pol in a. Constelatia de poli si zerouri a sistemului
de ordinul intai este reprezentatd in figura. Pe baza acesteia putem reprezenta hodograful
sistemului de ordinul intdi. Consideram punctul A, mobil pe cercul unitar si trasdm vectorii
OA si PA. Raspunsul in frecventa al sistemului considerat se obtine inlocuind in expresia
functiei de transfer z cu exp(jQ2). Raspunsul in frecventa este egal cu raportul vectorilor OA
si PA. Maximul modulului raspunsului in frecventa rezultd atunci cand vectorul PA are
lungime minima. Consideram ca a este pozitiv si subunitar (ca in figurd). Lungimea
vectorului PA devine minima atunci cand punctul A este pe semiaxa orizontala pozitiva
(adica la frecventa Q2=0). Este deci vorba despre un filtru trece-jos. Daca consideram ca a
este cuprins intre -1 si 0 atunci vectorul PA devine maxim atunci cand punctul P ajunge pe
semiaxa orizontald negativa. In acest caz Q=n si sistemul de ordinul I este un filtru trece-
Sus.
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Sisteme de ordinul doi

k kz®
l+azt+a,z” 22+a\12+r:12

—a,++/a’ - 4a, .

2

yInl+a,yln-1]+a,y[n-2]=ken]= H(z)=
Avem un zero de ordinul 2 in origine si polii Zp,=

Daca a < 4a, cei doi poli sunt complex conjugati z,,= petl?,
Daca a} > 4a, polii sunt reali.

Se considera sistemul cauzal si se cauta

conditiile pe care trebuie sa le indeplineasca

coeficientii a, si a2 pentru a obtine stabilitat ea.

1/a1 +4a, -

% =.a, <1;a <4a, =

=la,)<1,a,> % sau daca polii sunt reali :

_2<7%1M<2;af74a220.

Rezolvand sistemul de inegalitat i rezulta :

a’-4a,>0;a,>-a-1;a,>a -1 s5

In prima relatie este prezentati o ecuatie cu diferente finite de ordinul II. Coeficientii a;, 8
k sunt reali. Luand in ambii membri transformata z bilaterala se poate determina functia de
transfer a sistemului din cea de a doua ecuatie. Se constata ca exista un zero dublu in origine
si doi poli, z,; ,. Se specifica conditiile pe care trebuie sa le satisfaca coeficientii ecuatiei cu
diferente finite pentru ca acesti poli si fie complex conjugati respectiv reali. In figura este
prezentat cazul polilor complex conjugati. Consideram ca sistemul este cauzal si
determindm conditiile pe care trebuie sa le satisfacd coeficientii ecuatiei cu diferente finite
pentru ca sistemul sa fie stabil.

In cazul polilor complex conjugati avem prima conditie a,2 < 4a,. Pentru ca sistemul cauzal
sa fie stabil e necesar ca polii sa fie in interiorul cercului unitate. Aceasta conditie este
indeplinitd daca modulul polilor, p <1. Modulul polilor este egal cu radical din a,. Este deci
necesar ca |a,| < 1. Din prima conditie rezulta ca a, > a,? /4. In consecinta, in cazul polilor
complex conjugati, coeficientii ecuatiei cu diferente finite trebuie sa satisfaca dubla
inegalitate : a,2/4<a,<1.

in cazul polilor reali prima conditie este a,2 > a, iar polii sunt dati de —[a,+ V(a,2 - 4a,)]/2.
Pentru ca sistemul sa fie stabil este necesar ca polii reali si fie cuprinsi intre -1 si 1. In cazul
polilor reali se obtine sistemul de inecuatii din penultima relatie. Prima inecuatie dubla se

rezolva prin ridicarea la patrat a celor trei expresii si prin efectuarea calculelor. Se obtin
conditiile pentru coeficienti din ultima relatie.

In continuare se reprezintd conditiile pe care trebuie sa le satisfaca coeficientii ecuatiei cu
diferente finite pentru ca sistemul sa fie stabil in planul coeficientilor (a,,a,).
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az
Complex poles

-2 E 0 1 EN
Real poles

Parabola corespunde existentei unui singur pol real dublu.
1

RA

!
X

[N

Raspunsul in frecventa al sistemului : H(Q) =k gi?0-a-02),

PA
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Parabola de ecuatie a,’— 4a, imparte planul in doud regiuni. Punctele de deasupra parabolei
corespund cazului in care polii sunt complex conjugati iar punctele de sub parabola
corespund cazului in care polii sunt reali. Punctele de pe parabola corespund cazului in care
avem un singur pol real dublu. In cazul polilor complex conjugati a, nu poate depasi
valoarea 1. In consecinti dreapta de ecuatie a,=1 limiteaza superior domeniul din plan in
care pot fi alesi coeficienti ai ecuatiei cu diferente finite pentru care sistemul descris sa fie
stabil. In cazul polilor reali domeniul care confera stabilitate este limitat de dreptele de
ecuatie a,=a,;-1 si a,=-a;-1. Prima dintre aceste drepte limiteaza in dreapta domeniul de
interes iar cea de a doua il limiteaza in stanga. In consecinti domeniul de interes este
interiorul triunghiului isoscel cu varful in jos din figura.

Raéspunsul in frecventa al sistemului are expresia din ultima ecuatie in care P1A si P2A
reprezintd vectorii care unesc cei doi poli cu punctul mobil A de pe cercul unitate.
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Functia de sistem echivalenta unor
sisteme discrete conectate In serie
si in paralel

%(z)

X(2) Z(z) Y(z) Hy(z)
ftekiieh ety
Hax(2)

X (2)=Hy a2 & 2)

x(nL=2 17 2 Iy[n]  X(2) T Y(z)
<In]l He(@)=Hi2)+Hx(2) Nl

a) b)

h.[n]=h[n]=h,[n]; h[n]=h[n]+h,[n];

He(Z)z Hl(Z)Hz(Z)- He(Z): H1(2)+ Hz(z)-
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Prin conectarea in serie a doud sisteme liniare si invariante in timp discret cu raspunsurile la
impuls h1 si h2 se obtine un sistem echivalent cu rispunsul la impuls h1*h2. Intrucat
convolutiei In domeniul timp 1i corespunde inmultirea transformatelor z, functia de transfer
a sistemului echivalent va fi H1IH2.

Prin conectarea in paralel a doua sisteme liniare si invariante in timp discret cu raspunsurile
la impuls h1 si h2 se obtine un sistem echivalent cu raspunsul la impuls h1+h2. Intrucat
transformata z este liniard, functia de transfer a sistemului obtinut prin conectarea in paralel
a doua sisteme cu functiile de transfer H1 si H2 este H1-+H2.

Prin conectarea in serie si in paralel a unor sisteme de ordinul I si II se poate obtine orice
sistem liniar si invariant in timp discret. De aceea studiul sistemelor de ordinele I si II este
foarte important.
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Forme de implementare ale
filtrelor numerice utilizand
transformarea Z

k=0 k=0

x[n] =
e
P, P g

Forma specifica de reprezentare a implementarii in
forma directa |. S-a considerata, = 1

N
YayIn-k]= Sbexn—k],ap =L M = N < y[n] - Zbkx[n k]- Zaky[n k}
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Forme de implementare utilizand transformarea Z
-forma directa | in care avem un sumator cu 2N intrari
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Subsystem 1 Subsystem 2

MA

Forma directa | (N+M sumatoare,
fiecare cu 2 intrari).

o] | et
[~ =
)]
= s
B
N, N,
™ ™
o
=
—
O

Forma specifica de reprezentare a
implementarii in forma directa I. Un
sumator cu 2N intrari. S-a
considerat M=N, a,=1.
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=

Forma specifica de reprezentare a
implementarii in forma directa II.

Doua sumatoare fiecare cu N intrari.

S-a considerat M=N, a,=1. 50

Forma directa Il (2*N sumatoare,
fiecare cu 2 intrari). S-a considerat

M=N.

-forma directa Il cu 2 sumatoare, avand fiecare N intrari (dreapta)
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