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» Transformarea Laplace bilaterala

X(t)= 21;’°° X (s)eds = X (8))(t). o < DC

o—joo

L{xO))(s) = x(s) = _Tx(t)e-stdt; s=c+ jo, 6, 0eR

« Transformarea Laplace unilaterala

o+ joo 0
X(t):%j J. X(s)eStds<—>X(s)=J'x(t)e‘“dt; Re{s} > o,
o

o—jo

* Relatia dintre cele doua:

LX()(s) = £, X))+ L, IX(-1)i(=s) |

Trasformata Laplace generalizeaza transformata Fourier in tot planul
complex.

Pentru variabila complexa se utilizeaza notatia:

S=c+ j® ceR, meR (1.1)

o=cst




Pentru o=0 transformata Laplace este
spectrul semnalului adica transformata

Fourier.

o=cst Jo,

1. Raspunsul unui sistem liniar si invariant in
timp la o exponentiala cu exponent complex

Semnalul exponentiala complexa, cu exponent complex:

X(t): eSOt _ eGOt .ej(l)ot,

(1.2)

se aplica la intrarea unui SLIT caracterizat prin raspunsul la impuls h(t).

La iesirea sistemului se obtine semnalul:
y(t)=h(t)=x(t) = I h(t)x(t—t)dt= I h(r)~e(°°+jm°)(t_r)dr =
= glootioo)t I h(r)~e7(°°+j“’°)rdr =g%. I h(t)-edt

I - 5=

In ipoteza ca este convergenta, Se noteaza cu H(s) integrala:

H(s)= [h(x)-eSdr= [h(x)-e e~ 1T

—00 —00

- depinde numai de h(r),
- in anumite conditii caracterizeaza complet SLIT.

(1.3)




Raspunsul y(t) al SLIT :
y(t)=e® -H(sp)=x(t)-H(sp) (1.4)
care ne arata ca : -e* este o functie proprie a SLIT,

- H(s,) este valoarea proprie asociata ei.

Daca semnalul de intrare este 0 combinatie liniara de forma:
t
x(t) =X c e, (1.5)
k

Ita :
rezulta y(t): ZCkH(Sk )eskt’ (1.6)
k

operatorul S care modeleaza sistemul fiind liniar.

Se poate vedea ca o functie H(S) definita prin expresia (1.3) permite
calculul raspunsului unui SLIT la care semnalul de intrare poate fi pus
sub forma (1.5).
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2. Transformarea Laplace bilaterala

Prin definitie transformata Laplace bilaterala a unui semnal x(t) este:
L{X(t)}(s) = X(S) = I X(t)e’“dt; S=0+ jo, o,0eR (1.7)

Legatura intre transformarea Laplace bilaterala si transformarea
Fourier:

CX(O)(o+ o) = [[xO)e ™ ] e dt=r{x(t)e (o) @D

—o0

Transformata Laplace bilaterala a unui semnal x(t) este transformata
Fourier a semnalului x(t)e-t .

Daca =0, se obtine:
Lix)i(jo)= x(jo)=Fixt){o)=X(@) @

Transformata Laplace bilateralad evaluata pe axa imaginara jo (c=0) este
egala cu transformata Fourier a aceluiasi semnal. 8




Notatii:

in loc de a scrie L{X(t)} =X (S) , se scrie (din ratiuni tipografice)
LX(t)) = X (s) si prinurmare: £{x(t)}(jeo) = X (joo) = F{x(1)} |

in continuare, vom nota cu X(s) transformata Laplace bilaterala, tolerand
doua notatii pentru transformata Fourier si anume X() cand este definita
direct si X(jo) cand rezulta prin particularizarea transformatei Laplace
bilaterale:

X(s)_i =X(jo)=X(w) (1.10)

Exemple:

) ot
1.) Consideram semnalul cauzal x(t)=e “°o(t).  Transformata
1

g+ jo
Transformata Laplace bilaterala a semnalului x(t) este:

sa Fourier exista si este: F{X(t)}(®)=

C{x(}(s)= [ e ™ oft) e at = [ e
- 0

Integrala este convergentd numai pentru o,+c>0, deci ¢ > -,
care se mai scrie si Re{s}>- ®,. Avem deci:

1 1
t _ _ - 5=R —oon, (1.11)
L{X( )}(S) c+my+ jo oy+S ° e{s}> @0

Se poate constata ca, daca -m, < 0 atunci dreapta ¢ = 0, axa imaginara,
este in domeniul de convergenta al transformatei Laplace bilaterale si:

EOli0)= o =FXOKe) 0p<0.




1

h(t% . H(s) =g,
1 h(t)=e 0% (t)
=0
ol t — @y 0 G
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2.) Se considera semnalul anticauzal din Fig.1.1, avand expresia:
y(t)=—e o'o(-t), wy>0

o0
—ot -
e £{y()(s)= J-e " 'o-tp "t -
t —00
0 .
- j—e_(mom)te_“‘)tdt.
—00
Fig.1.1 Semnal anticauzal, ce Pentru ca integrala sa fie convergenta este
nu are transformata Fourier dar necesar si suficient sa avem w,+c<0 sau
are transformata Laplace. G<-0p . in aceste conditii:
.0
0 . _((”o +G)t —J(Dt‘
—o. +o)t — e € 1
R R
“w ® +0+ jo ‘ oy +S

112




jo 1
H(S)=s+me

t —mg 0 [w)
-1
(t)=-¢ “0's(-t)
wg=0
0 —(0) +cs)t iot e_(m"m)te_j‘”t‘ 1
ciy®i(s)= [-e T e dt = — =
—0 0)0+G+j(x) ‘_ (,OO-I-S
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2.1 Proprietatile domeniului de convergenta (DC) al
transformatei Laplace bilaterale

I. DC al transformatei Laplace bilaterale, daca exista, este format

din benzi ale planului s paralele cu axa imaginara jo.

I1. DC al transformatei Laplace bilaterale nu poate contine nici un pol
al acesteia.

I11. Daca x(t) are durata finita si daca exista cel putin o valoare S, din
planul variabilei complexe pentru care transformata Laplace bilaterala
converge, atunci domeniul de convergenta este intreg planul complex.

IV. Daca x(t) este un semnal cu intindere spre dreapta (Fig.1.2) si
daca dreapta de ecuatie Re{s}=c, este in domeniul de convergenta,
atunci toate punctele s din planul complex ce satisfac Re{s} > o, sunt
in domeniul de convergentd. Semnalele cu intindere spre dreapta au
domeniul de convergenta al transformatei Laplace bilaterale cu

intindere spre dreapta.
14




V. Daca x(t) este un semnal cu intindere spre stanga (Fig.1.3) si daca
dreapta de ecuatie Re{s}=c, este in domeniul de convergenta, atunci
toate punctele s din planul complex ce satisfac Re{s} < o, sunt in
domeniul de convergenta al transformatei Laplace bilaterale cu intindere
spre stanga.

x(t) x(t)

Ti<0 T>0
T o t ol Bt
Fig.1.2 Semnal de durata infinita Fig.1.3 Semnal de durata infinita
cu suportul nemarginit la dreapta. cu suportul nemarginit la stanga.

VI. Daca suportul semnalului x(t) este toata axa reala si daca dreapta de
ecuatie Re{s}=c, este in domeniul de convergenta al transformatei
Laplace bilaterale, atunci DC al acesteia este 0 banda paraleld cu axa

imaginara, continand dreapta Re{s}=c,,. s

Exemple: ot
1.) Semnalul de durat finita X(t)=¢€ " ° [o(t)—o(t—T)] are

transformata Laplace bilaterala:

T _ a—(sta)T
H(s)= [e Sttt = e 700

Zerourile transformatei sunts, =-w, + j(2kn/T), ke Z.

Transformata are un singur pol s,=-m, compensat de zeroul k=0,
S,0=-0,- Asadar, X(s) are ca DC tot planul complex.

2.) Semnalul de durata infinita, cu suportul confundat cu axa
reala  x(t)=e"", @, >0, se poate scrie sub forma:

x(t) = e “'o(t)+e™'s(~t), egalitatea fiind valabild aproape
peste tot (cu exceptia punctului t=0).

16




Semnalul cu intindere spre dreapta are transformata Laplace:

cleo(t)] =

Semnalul cu intindere spre stanga are transformata Laplace:

’ R -
———" e{s} > -y

1
L{e"’Otc —t }:— , Re{sl<w
| () = Rels)<on
In consecinta:
_ 1 1 -2
L{e ‘”ot}z _ = ——C—, -y <Re{s} <y
o S+my S—0y S°—wf
o ] i ‘ Daca 6=0, rezulta:
N >0 —wot}_ —209 20
o) 20,

(jco)2 —oog o + g

Fig.1.4 DC pentru transformata
semnalului exp(-oglt]). 17

2.2 Transformarea Laplace inversa

Transformarea Laplace bilaterala directd este o transformare Fourier
directd aplicata semnalului x(t)et, o fixat, deci pe o paralela la axa jo.

c{x(t)}(c+ jo) = Io[x(t)e"‘]-ej“’tdt =F{x(t)e (o)  @8)

Semnalul x(t)et, o fixat, poate fi recuperat prin transformarea Fourier
inversa.
1% i
x(t)e ™" =fF‘1{X (o+ jw)} = j X(c+ jo)edo @.13)
2n 7
Integrala (1.13) se efectueaza pe o paralela dusa in planul s la axa jo
(o=constant in raport cu ®, ds=d(c+jo)=jdw ),

18




ot 1 o+ joo -
x(t)e™® = [ X(s)e!ds
sau: _ o— joo
o+ joo
x(t):zlj [ X(s)etds=HX(s)it)oeDC (14
T G—joo

Integrala se efectucaza pe 0 paralela la axa imaginara continuta in DC.
Relatiile (1.7) si (1.14) definesc o pereche Laplace (bilaterald):
X(t) <= X(s) (1.15)

LXONs)= X ()= [x(tetdt; s=o+ jo; o,0eR @

—00

Pentru determinarea transformarii inverse se foloseste mai des metoda
descompunerii in fractii simple si se cauta functiile temporale in tabele.
19

Exemple:
1.) Se cere sa se inverseze functia X(s)=1/[(s+2)(s+3)]. Daca DC nu este
precizat problema este nedeterminata, avand 3 solutii posibile.

in DC nu poate intra nici un pol. Se exclud asa cum se arata in Fig.1.5
dreptele 6=-2 si 6=-3. Se descompune X(s) in fractii simple:

@ @ P
x(s)=i—i. (1.16)
S+2 s+3

i) Daca DC este 1, o>-2, atunci fiecare

termen al relatiei (1.16) va fi inversat intr-un

semnal cauzal:
Fig.1.5 Cele 3 DC posibile c>-2: s+2 - e_ZtG(t);
pentru X(s)=1/[(s+2)(s+3)]. 1

o>-3: ——>e’o(t)
S+3
Rezulta: L L
6>-2 1 ———— > (e"-e")o(t). (117) 5

S+2 s+3

10



i) Daca DC este 2, c<-3, atunci fiecare termen al
relatiei (1.16) se inverseaza prin cate un semnal

anticauzal:

1 _ _
o<2 1 e %o(~t); 0<-3 1 ———>—e (1)

Rezulta:

S+2 s+3
iii) Daca DC este 3, -3<c<-2 atunci rezulta:
semnal anticauzal: o<-2 : 1 N —e‘”o(—t);
S+2
-3t

1
semnal cauzal: ©>-3 1 —— e o(t);
S+3

-3<o<-2; 11 —>—e_2to(—t)—e_3tcs(t). (1.19)
S+2 s+3

21

Concluzii:
- Aceiasi transformata Laplace bilaterala, (1.16) poate fi inversata in trei
moduri distincte, dupa cum este ales DC.

1 1
X(s)=—"—-—-—"-.
() S+2 S+3 (1.16)

- Numai in cazul i) jocDC si, prin urmare, numai pentru semnalul
(1.17) exista transformata Fourier.

o>-2 1 x(t)= (e’z‘ —e )-cs(t).
- Semnalele (1.18) si (1.19) desi au transformate Laplace bilaterale, nu
au transformate Fourier, axa imaginara nefiind inclusa in DC.

@3

22
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2.3 Definirea transformatei Laplace bilaterale prin
constelatia de poli si zerouri

Daca transformata Laplace bilaterala este o fractie rationala:

X (S) =K k=1 (120)

se observa cd este suficientd cunoasterea polilor s si a zerourilor s,
pentru a cunoaste, CU rezerva unei constante multiplicative K, pe X(s).
Daca, in plus, se cunoaste si valoarea transformatei X(s) intr-un punct
so,eDC poate fi determinata si constanta K.

Polii si zerourile pot fi dati prin valorile lor complexe sau printr-o
diagrama a “constelatiei” de poli si zerouri, CPZ.

23

Exemplu de reprezentare a unei CPZ pentru o
transformata Laplace bilaterala, X(s).

-9 15
S— y
Py Py X (S) =K - - )
SR e ] (s+2-j1,5)(s+2+ j1,5)
Wy X(s):K : s-15
s°+4s+6,25
2 0 L :%5 G
i Daca se specifica faptul ca x(t), semnalul
¢ temporal, este cauzal, atunci DC este o>-2,
t 1.5 situat la dreapta verticalei ce trece prin poli.
Spp=-2-1.5j

Axa jo este inclusa in DC exista si transformata Fourier a semnalului:

F{x(t)}(0) = ——— e,

(s=s,)(5-5,.) (jo-s,)(jo-s,,)

Transformarea Fourier este particularizarea lui X(s) for s=jo. Ea poate fi
calculata pentru diferite valori ale . Pentru fiecare valoare, punctul Aia o 2
pozitie diferita pe axa imaginara.

s=jo

12



jCO—So :‘ﬂ‘ejw,
Py \ut _ .
sp1=-2+1.5j j(D— Sp]_ — | PlA|eJ(Dl ,
. - jo=sp; =[P, Alel".
P ZA 1
§ 1.5 X(J(D): —‘ ‘_ eJ(wi(Pli(pZ)
spz=-2'?1.5j P].A . PZA
De unde: _
&
X (jo)==— ; ArgX(jo)=¥(o)=y-9,-¢
X (50l = iy AOX(10)= (o) =v 0.,
Modulul si faza transformatei Fourier, pentru cazul general, se
calculeaza cu relatiile: |, (1.21)
O T1zA .
X (jo)| =|k|5——: ¥(0)=ArgK+> v, > o,
P Al k=1 k=1 25
[1/RA

Transformarea Laplace unilaterala

Studiul sistemelor cauzale ce nu sunt initial in starea de
repaus (nu au conditii initiale nule) se face utilizand
transformarea definita prin relatia :

£, (K(Os)= Ojix(t)e_“dt.

0

Ea exista si este analitica in semiplanul Re{s}>c, daca x(t)
satisface conditiile :

1) Cauzalitate X(t)-o(t)=x(t);

i) Continue cu exceptia eventual a unei multimi numarabile
de puncte in care au discontinuitati de speta intai;

iii) |x(tx <Me °"' M>0,c54 >0,

26
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Transformarea inversa este definita de:

(0= £ (X (6= "7 X (s)etds, Refs} > o

G—jOO

pereche Laplace unilaterala:

X(t) > X (s)

27

3.1 Relatia dintre transformata Laplace bilaterala si
transformata Laplace unilaterala

-Pentru cazul semnalelor cauzale, x(t)=x(t)o(t), intre
cele doua transformate nu exista diferente :

x(O}(s)= [ (e dt= [ x()o(t)e et

—0 —0

_j e dt =1, {x(t)}(s)

-Pentru semnale cu suportul plasat si in t<0 :

£{x(O) = [ x(t)e*dt= [ x(t)-e Stdt+_[ e,

—00 —00

t—>-t%
= [x(-t)edt+ j x(t)edt,
0

LHOS)= £, (XONE) + £, -V} ) 2

14



LX(O))(s)= £, 1X(t)i(s)+ £, IX(=1)i(~3)

Transformata Laplace bilaterala este suma dintre transformata
Laplace unilaterala a semnalului si transformata Laplace

unilaterala reflectata (-s) a semnalului reflectat (-t).

In cazul transformarii unilaterale, specificarea domeniului de

convergenta nu este necesara.

Transformata unilaterala se refera nu mai la partea din dreapta
originii a oricarui semnal si, deci, domeniul de convergenta va fi un
semiplan delimitat de o dreapta paralela cu axa imaginara, ce trece
prin polul plasat in extrema dreapta, intinzandu-se spre dreapta.

29

4. Transformarea Laplace a distributiilor
Transformata Laplace a unei distributii feS™ poate fi definita utilizand

transformata ei Fourier:
c{f}=ro}
Pentru distributia Dirac 5(t) se aplica definitia sub forma:
cish=Fis(t)e ™}
Pentru Vo e MR, e'5(t)=e5(t)=35(t) si, deci:
c{s}=#{3(t)} =1, vseC.

Considerand distributia Dirac deplasata d(t-t,) rezulta:

L{d(t-t,)}=F{5(t-t,)e"}=e*, VseC.

(1.26)

(1.27)

(1.28)

30
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Pentru treapta unitara o(t) se poate aplica direct definitia (1.7):

]

L{x(t)}(s) =X(s)= j x(t)e™'dt; s=o+ jo; o, 0eR @D
& o)
Lio(t) = [o(tetdt = [e S dt.
- 0
Integrala este convergenta num:;i) daca Re{s}>0, caz in care:
1
Lio(t);=—, Reist>0. (1.29)
fo(t)) = Refs}>

Daca treapta unitara este reflectata x(t)=c(-t), atunci:

00

Lfo(-0)) = [ o(-tpat =j;e‘3‘dt - L Refsj<0

—00

si, deci:

5. Proprietati ale celor doua tipuri de transformate Laplace
Se noteaza:

X(t)«<~£—>X(s) seDC,; X(t) = X(s)
y(t)«=->Y(s) seDCy; y(t) =Y (s)

1. Liniaritatea:
ax(t)+by(t) «<>ax(s)+bY(s) seDC,DC, cel putin
ax(t)+by(t) <> aX,(s)+bY,(s). (132)
2. Translatia in timp:
X(t—t,) «>e™*X(s) seDC,,Vt,,

Teorema intarzierii: X(t—ty) <> e °X,(s) to >0. (33
3. Modularea in timp:
e¥'x(t) <> X (s—s,) seDC deplasat cu o,
(1.34)

e x(t) <> X, (s—5p). .

16



4. Scalarea variabilei timp:

x(at)eix[ij,aeﬂ{*, S epbC
a a

g . (1.35)
S
x(at) < il X, [gj a>0.
5. Teorema convolutiei:
x(t)*y(t)«> X (s)Y(s) seDC,nDC, celputin.
X(t)* y(t) <> Xy (s)Vy(s) .
6. Derivarare in timp:
dx(t
L <> sX(s) seDC cel putin,
dt (1.37)
LUOPR sXy (s)-x(0+).
dt 33
7. Derivarare in domeniul variabilei s:
X
tx(t) <> (s) seDC
3)5( (1.38)
ix(t) < Xu®)
ds

8. Integrarea semnalului in domeniul timp:
Fie y(t): t
y(t)= [x(v)dv=x(t)*oft).

Y(s)= x(s).i.
Cum (1/s) are DC Re{s}>0 rezulta:

Se deduce:

j x(1)dt <> @ seDC(Re{s} > 0) cel putin

}X(T)dT <« Xui(s) sau }x(r)dr < Xu(5)+ X(‘l)( +) (1.39)
0* S o* s

daca exista un impuls in origine. xtD (0*) - valorarea integralei in 34
origine.

17



9. Teorema valorii initiale a unui semnal cauzal:

Pentru semnalul cauzal x(t)=x(t)o(t), cele doua transformate sunt
identice X(s)=X,(s).

x(O*): limsX (s)=1limsX, (s) (1.40)

S—0 S—0

10. Teorema valorii finale a unui semnal cauzal:

Semnalul x(t) fiind cauzal: x(t)=x(t)o(t), avem: X(s)=X,(S).

x(o0) =limx(t) =limsX, (s)=limsX (s) (1.41)

t—oo s—0 s—0

35

6. Studiul sistemelor liniare si invariante in timp
prin intermediul transformarii Laplace

6.1 Functia de transfer a unui SLIT
Pentru un SLIT: y(t)=h(t)*x(t).
Aplicand transformarea Laplace bilaterala rezulta:

Y(s)=H(s)-X(s); H(s)=c£{h(t)}(s) (1.42)
X(t) o yO=XO*h() X(s)o—{ H(s) 0 Y(s)=X(9H(s)

Fig.1.7a SLIT caracterizat de Fig.1.7b SLIT caracterizat de
raspunsul la impuls h(t). functia de sistem H(s).

Raspunsul la impuls caracterizeaza complet comportarea unui SLIT in
domeniul timp, iar functia H(s), caracterizeaza complet comportarea sa
in domeniul complex.
Denumiri pentru H(s): - functie (de) sistem sau functie de transfer.

36
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Consideram un sistem SLIT stabil. Atunci exista
transformata sa Fourier #Hh(t)} w)=£{h(t)}(jo) si axa

imaginara este inclusa in domeniul
functiei sistem H(s).

Exemplu: un sistem anticauzal

h(t joo
h(t)=e “0%s(—t) %1( )
mg<0

Ql t 0

Raspunsul la impuls h(t) al unui sistem necauzal si
functia sistem H(s) impreuna cu domeniul de
convergenta.

de convergenta al

—_-1 .
M®=ss%  Conditia de convergenta:

Re{s}<-o,

g o (F{h(t)}:H(Q)):-]./((D()"'J (D)

37

Exemplu: un sistem cauzal

j __1
h(t) I Hs) =535y,

t

INL h(t)=e ®0f6(t)
cs)O:»U

ol t —g)

0 G

Raspunsul la impuls h(t) al unui sistem cauzal si functia sistem
H(s) impreuna cu domeniul de convergenta.

Conditia de convergenta:
Re{s}>-o,

Hh(1)}=1/(wtjo)

38
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6.3 Sisteme liniare si invariante in timp caracterizate prin
ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

Fie SLIT caracterizat prin ecuatia diferentiala:

iak y(t) Zb d*x(t) a, #0, (1.52)

= ¢ odtt & dtf

Aplicand transformata Laplace bilaterala, rezulta:
N M
D a,sY (s)=> b s X(s). (1.53)
k=0 k=0

Functia de transfer H(s)=Y(s)/X(s):

EEE

H(s)=+x> = .
( ) N aks" D(S) (1.54)
k=0 39
Radacinile ecuatiei: N
D(s)= Ya s =0, (1.55)
k=0

dau polii sistemului, sy, in numar de N, incluzand si ordinele de
multiplicitate:

Radacinile ecuatiei:

M
N(s)= Y b.sk =0, (1.56)
k=0

dau zerourile sistemului, Sy, in numar de M, incluzand si ordinele de
multiplicitate:
Se presupune ca sistemul este cauzal (h(t)o(t)= h(t)), asadar:

H,(8)=H(s)=L,{h(t)}=L{h(®}.

Teorema valorii initiale a unui semnal cauzal, aplicata raspunsului la
impuls (si el cauzal), conduce la:

h(0)=lims-H, (s) =fims- H (s) = im D(s)
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Daca h(0*) este finit, deci nu exista impulsuri Dirac in origine, atunci se
poate deduce ca M+1<N. Tinand seama de forma expresie(1.54), avem:

by M+ by M +...+bys% +bys

h(0*)= lim . .
s> ays” +ay4S . F...+ S+

Daca M+1>N, atunci limita nu poate fi finita. Ramane, in consecinta:
h(0%)<oo, M+1<N, M<N-1.

Gradul numaratorului unei functii sistem ce nu are impulsuri Dirac in
origine este cu cel putin o unitate mai mic decat al numitorului.

Daca M+1>N expresia lui h(t) prezinta impulsuri Dirac in origine.

Exemplu:

S+2 1 -t
H (s)=——=14+—- h(t)=95(t)+e " o(t).
(5 s+1 s+1 ©)=20) © a1

In mod normal numarul polilor unei functii sistem intrece cu cel putin o
unitate numarul zerourilor ei.

Polii unui sistem stabil sunt plasati doar in semiplanul stang, iar
zerourile sale pot fi plasate oriunde.

Sistemele ce au atat polii cat si zerourile plasate in semiplanul stang
se numesc sisteme de faza minima.

Exemplu. Fie: h(t)=eto(t) <> H”(S):sll'
+

Raspunsul in frecventa al acestui sistem este:

H(w)=1/(1+ jo), H(w) = 1/\1+o?, @ (w) =-arctgo.
si fie sistemul cu raspunsul in frecventa:

.
1-j—
1 ®g 1 —t -t
Flog (w):1+ jog, 2 ©hy, (1)= 0y — [(030 +1)e” —2mpe™ }G(t)’
©o 42
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Se poate observa ca raspunsul in frecventa al celui de al doilea sistem
are acelasi modul ca si sistemul caracterizat de H(w).

Functia sa faza-frecventa este:
@, (o)=-arctgo—2arctg Lo (w)—2arctg o

Wy 2
i Functia sistem corespunzatoare lui h(t):
HE)= reimer) ®y—S$
HoulS)=7—F— =
o (%) (1+s)wp +5)
—mQ -1 0O 6(00 s 1
Hy(s)=—.
u(s) 1+s
H =[H , j } m®
Fig.1.12 Functie sistem si ‘ oot (S)‘ ‘ ! (S) mm%pmo (@[> mir ()}
domeniul ei de convergenta, DC. W, >0 = CI)O)0 (o)) = CI)(Q))

Prin urmare H,(s)=1/(1+s) neavand nici un zero in semiplanul drept,
corespunde unui sistem ce introduce un defazaj minim in comparatie cu
alte sisteme (cauzale) ce au aceasi caracteristica |H(w)|. 3

Contributia polilor unui sistem cauzal la raspunsul la
impuls al acestuia

Functia de sistem H,(s) (1.54) pentru un sistem cauzal,
M

2P N

H,(s)= = . (1.54)
) ZN:aksk D(s)
k=0
poate fi descompusa in fractii simple si pusa sub forma:
v A
HU(S)= > . A= Hu(s)(s_spk}szs , (1.58)
k=1S Spk pk
daca toti polii sunt simpli. Forma lui h(t) este atunci:
(1.59)

h(t):(éAkespk‘jc(t).

Deosebim doua cazuri: i) poli reali s, e®R si i) complecsi s, R.

Cum coeficientii a, si by in ecuatia (1.54) sunt reali, rezulta ca polii
complecsi nu pot aparea decat in perechi complex conjugate. 44
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Poli simpli

H, (s)=is A ;<—>h(t)=[gge59k‘]c(t).

k=127 Spk

i) Poli reali, s, = o : contributia este 0 exponentiala
A(eckt

i) Poli complex conjugati ¢R: sy = oy tjay.
B’ sin(ot+o,)

Poli multipli de ordinul doi

A B C D E F

H,(s)=..+ + —+——+——+ + +..

r * S \2 %\ 2
7% (s-sy) TS STS (s-s) (s-sp)
i)  Polireali de ordinul doi:
si=c,: Mge™ +Mte™
ii)  Perechea de poli complex conjugati

s, =0+ jo,s, =c—jo: Ngesin(ot+q,)+N;te™ Sin((ot+q115)

Pentru un sistem cauzal, stabilitatea stricta este intodeauna asigurata
daca polii sunt in semiplanul stang.

Poli simpli pe axa imaginara = sistem stabil la limita.

Pentru o singura pereche de poli complex conjugati plasati pe axa
imaginara se obtine un oscilator sinusoidal.

Plasarea unui pol al unui sistem cauzal in semiplanul drept, chiar daca
este simplu da nastere unui sistem instabil.

Polii plasati in semiplanul stang dau o componenta tranzitorie ce se
amortizeaza.

Raspunsul permanent, ce se mentine cu aceleasi caracteristici in timp
este contributia exclusiva a polilor simpli situati pe axa imaginara.

46
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Calculul raspunsului unui si sistem caracterizat
printr-o ecuatie diferentiala

N dRyt) M dRx(t)

X, =2b

k=0 “ dt k=0 “ dt

Exemplu: Se considera un sistem de tip cauzal, caracterizat de

ecuatia diferentiala:

ag =0,

dzdz’z(thsd{jfhzy(t): (t),

Avand conditiile initiale y(0*)=2 ; y ’(0*)=-2. Fie x(t)=4c(t). Se
considera transformata unilaterala:
YO Y, () ) e sYy(s)-y(o*)
Prin derivare
(y) =y < s[sYu (s)- y(O+ )]— y’(0+)

47

Transformarea Laplace a semnalului de intrare este:

4o(t) > ‘S‘

g2 )

s[sY, (s)—2]+2+3[sY,(s)—2]+2Y,(s)= 2'

Se determina transformarea Laplace unilaterala a semnalului de
iesire: )
25 +4s+4 2 2 2
Yu(s)="75 ==+ :
s(s +3s+2) S s+1 s+2

Se determina raspunsul sistemului:

y(t)=20(t)- 26 'o(t)+ 26 o(t)=(2—-26 "+ 26 X s(t)
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y(t)=20(t)- 26 o(t)+ 26 2o(t) = (2— 267 + 262 u(t)
Se pot verifica conditiile initiale:

lim y(t)= lim (2-2et+267%)=2-2+2=2.

t—0* t—0"

Derivata de ordinul intai a raspunsului:
y(t)=2e"—4e t>0

lim y'(t)= lim (26" —4e72)=2-4=—2.

t—0" t—0"

49

Sisteme de ordinul intai

d(yjit) +® y(t) K(,l)oX( ) ®q > 0 (1.66)
H(s)=H,(s)= L Re{s} > —wg. (1.67)
S+ mg
j\(” Sistemul:- este stabil, are raspunsul la
{ impuls de tip exponential, polul fiind real.
P - .
,mﬂp T 3 Frecventa o este definita de pozitia
i & punctului A pe axa imaginara.
H(w) = D(w)=—¢. (1.68)
Fig.1.13. CPZ pentru un ‘ A‘
sistem de ordinul intai. © T ‘H OJX ~L

Caracteristica de modul este o functie para: [PA|=|PA.
ol 0T (¢p— 1/2) = d(o)d (P(o)—>-1/2).

Caracteristica de faza este o functie impara. 50
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Caracteristici de frecventa K=1 si wg=1

4jw | 0=02A—0[PA=0p=19=0| | w—c=fPA—gp—n/2
Kag caracterigtica de amplitudine
% H(m):_i T T T T o
4 Jo+wmg H H ﬂ
P4 ¢ e B I S P A
-y ® |0 " P R R S SRR SO
)EJ\ ; H == ™ : : : 5 s
Al |PA A
3 1 | 1 1 1

B 25 2 -5 -1 05 0 0.5 1

o]

PA 1 44 (o)
d)(co) =-0.

CD((J)) l(q)(u)) — -ni/2). a .

15 '
-3 25 1
®
0.01 0.1 1 10
| »=wmg 21%074 =og =1, ﬂ =«E,(p5=ln/4|
nj(,)
A

va

PAL
—(|)0 ¢ 0
\_._y
Hodograf

Z0oA O PA=mg-Lo- s oodPA| o0 w9 =
0=02A—0PA=w0y=10=0 ] o= c{PA— 39— n/2 . ragpunsul in frecventd in planul complex ®=0

Caractertica de aniplindine
~
A
25 2 15 4 05 0 05 1
|
caracteristica de faza
iy
“ny
4 N
AN
X
Bl
3 25 2 -5 105 . 1
®
0.01 0.1 1 10 - L
I~ — o 01 a2 03 04 09 08 a7 08 089 1
I ®=0g :1:3(04 =g ﬂ,‘P/# :\/E,(p: 1'(/4|




Sisteme de ordinul doi (Studiu individual)

dt?

Py @

I 220, B ()= Ko M, (5)-H 5)-

K(DS

%+ 2EmgS + mg

5112 = —&(,00 i(ﬁ)ov &2 -1, & >0

a) Frecventa de oscilatie:  ag+/1— &2
ORy| = ag
Punctul A defineste o frecventa:

jo

—Eag Ol

a)

2

mgy1-52
1)

i |H(C°)|:|PlA|_l|PzA|? ®(0)=—¢ — P
m—)oo,|P1_A|Si|P2_A| —>oo:>|H(o)]—>O

® —> 0; P1Si P> —>g:>d)(m)—>—n

Fig.1.14 a) £<1, CPZ Fig.1.14 b) CPZ pentru  b) &>1, cei doi poli sunt plasati pe axa
pentru un sistem de ordinul un sistem de ordinul
doi avand o pereche de poli ~ doi avand poli reali.

complex conjugati.

reala.
Daca &=1, cei doi poli se confunda, in

punctul -m, de pe axa reala. 53

Cazul polilor complex conjugati. Caracteristici de
frecventa ¢=1/v/2siwy =1

1

[H (o)

(09) =01~ 02

o= c~fPLA = cafPpA| = o3 H(=)| = 0, = 12,9 = 1/2, (=) =

“RAA
RA{FeA [eoRAFA=s

H(0) =1 gy = -4, 05 = 7/4,0(0) =0 |

j®

caracteristica de amplitudine

-60

B 25

i I i | i
2 15 ‘ 405 0 05 1
caracteristica de taza

)

0.01 0.1 I] 1 10

| 0=1-RA=2-v2, [PA=12+2 [H (D =1/72, tgp; =21, tgp, :JE+1,%+5¢4=7;/2|
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Hodograf

o oofRA — cafpA - alH ()= 0,01 = 2,0 = 712,09 = raspunsul in frecventd in planul complex
jn 0 Py
|o=0-fRA/=[RA =1 I]0)=10; = 74,0, = n/4,00)=0_| o ®—> ¢ |
caracteristica de amplitudine
02 1
3 g
03 1
04 1
25 2 15 -1 05 0 0s 1
I r 1
KRS canacteristica de fazi 08
N S 06 1
Kl
“an B
: " [ o ]
— 2 >
I I ) 0.8 !
3 25 2 15 T 05 0 05 1
09 . n . . . L .
- ® 04 02 0 02 04 0.6 0.8 1 1.2
| oid
001 01 1T 1 10

I o=1-{AA = 2-v2,[FA = 'ﬁ“H(lx:l/ﬁJw;:«/E'l.lwzzslm‘wjﬂw:n/ZI

55
Cazul polilor reali. Caracteristici de frecventa
Daca &=1, apare un pol dublu in -®, pe axa reala.
Pentru g =1
caracteristica de amplitudine
4 jo)
A ‘ i i 5
0 —2.‘5 2 71.‘5 I—1 ru.ls o l0.5 1
(p caractenshica de tazi
B [ Al .
it o] ¢
COO 1'&
1
[a)
Tema de curs
0.01 0.1 1 10
56
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Sistemul “trece tot”

Wy — JO ™y —S
H(w)=20"12 Hy(s)=H(s)=20"2,
(DO + J(D (DO +S
PAI=1zA )®
LA O sinusoida de orice frecventa, aplicata unui
astfel de sistem trece fara ca amplitudinea ei sa
W fie afectata = trece-tot.
RGP P
-y 0 Zmg ©
PZC pentru un sistem trece-tot. ‘H ( )‘ ﬂ‘ L
W))=—= ,
PA
57
2@ D(w)=y-¢=1-2¢

%ﬂ) J=n—2arctg(m/mg)
A

T2

-4mg 2mg-ng gy =—tge= 0z - (O]
0 wplmg dog ®
(Q))
-\. = 0= arctg _—

=T/ =

®o
D )=—m—2arctg (m/mg) I

Caracteristica de faza ®(w) a unui sistem
trece-tot

Cand ©=0, deci A=0, ¢=0 defazajul introdus de circuit este .
Cand OA=w,, = ¢=n/4 = ®(w,)=r-21/4=1/2.

Daca aplicam o sinusoida unui astfel de sistem =- nu isi modifica

amplitudinea, ci doar faza conform caracteristicii ®(w). 58
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Functia sistem echivalenta unor sisteme conectate in serie

si paralel

X(s)

Z(s)

Hi(s)

Hy(s)

X(s)

He(s)=H(s)H(s)

a)

a) Doua sisteme conectate in
serie si sistemul echivalent.

he (t) = hy (t)*hy (1)
He(s)=Ha(s)- H(s).

Y(s)=Hy(s)Ha(3)X(5) X(s>| Hi(s)
Ha(s)

YO=HEXE)

Yi(s)
Y(s)
ED_..

Ya(s)

b)

He(s)=Hy(s)+H;(s)

Y(s)=He(s)X(s)

b) Doua sisteme conectate in
paralel si sistemul echivalent.

he(t)=
He(s):

hy(t)+ho(t)
Hy(s)+H,(s).

59
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