Esantionarea semnalelor

Esantionarea = prelevarea de probe dintr-un semnal la momente de timp decalate intre
ele cu T, — cu frecventa de esantionare, f.=1/T..

Semnalul esantionat ideal: R(t)= i X (KT, )& (t—KT,).

k=—o0

Spectrul X (@) :_I_i i X (0—ka,)
e k=—x

Teorema esantiondrii: Un semnal x(t) de energie finita si banda limitata B = @,, este

unic determinat de multimea esantioanelor sale {x(nT.}|neZ} daca w, >20,, .
Prin esantionare cu perioada T, => )?(t) o X (a)) Semnalul original se poate

reconstitui din spectrul semnalului esantionat cu un FTJ cu frecventa de taiere ., astfel

incat, o, <o, <0, -0, = 20, <o, sau f,22f,.

11 X @

o

Caz limita: o, =20,,, 0 = o,

Caz defavorabil: @, <2m,, => fenomenul de aliere, semnalul original nu poate fi

reconstituit.
FTJideal: H, (0)=T,p, ()< h (t)=T, s1n(at)ct)
P
= i t—KkT
Semnalul reconstituit: X, (t)=X(t)*h, (t)= k;O 2;?; X(KT.) smcf):)zt(_ T )e ))

ONENON :% => Semnalul reconstituit: x, (t)= i x(KT,)

. ﬂ(t_ k]
Te



Probleme
1. Se considera sistemul din figura

xi() ————»f ()

y(t)

Xz(t)

X3(t)

Suporturile transformatei Fourier ale semnalelor x(t) i=1,3, sunt [-®;, ®;]. Determinati
perioada maxima de esantionare T pentru care semnalul y(t) poate fi recuperat din
esantioanele sale prin filtrare trece-jos ideala.

Rezolvare.

y(t)=x(t

)X
sup{ )}
sup{ X, (@) * X ( ) ( )i =

=> sup {Y (a))} = [—a)y, a)y}, o, =max (20, + o,,o,)

2 (t)+ () Y(@)= 5 X (@)X, (@)X, (@) + X, ()
sup{ X, (@ (o)} =[20,,29]
-

20, — a)2,2a)1+a)2]

Se aplica teorema esantionarii:

. . 2r _ 7
®, 220, , cu perioada de esantionare T, = — <—
w,

T

Valoarea maxima pentru perioada de esantionare este: T, =
max (20, + ,, o, )

2. Se considera un sistem cu intrarea x(t) si iesirea y(t) legate printr-o relatie
polinomiala:

N
y=P(X) =) ax"
k=0

Daca semnalul x(t) este de banda limitata la intervalul [-om, ©m], determinati
perioada maxima de esantionare pentru care semnalul y(t) poate fi recuperat din
esantioanele sale prin filtrare trece-jos ideala.

Rezolvare.
Transformata Fourier a semnalului y(t) este:

Y (@) =a,+aX (a))+;—;x (0)*X (a))+...+(2a;:)N X (@)X (@)*..*X (o)

]
de N ori

=> sup(Y (0))) = [—Na)M , NC!)M ]



T

Y 7
Teorema esantionarii: @, > 2Naw,, => T 22N, =T > N
Wy

3. Se considera semnalul z(t) de banda limitata, la intervalul [®;, ®;] cu spectrul din
figura:

1
®
0
5 @, + @ @, — @
Se noteazd @. = —2—; @, =—2——
C 2 > M 2

a) aratati ca este valabila relatia z(t) = X, (t)e"“’Ct , unde x,(t) este un semnal de banda

limitata la intervalul [-my, oMm].
b) utilizdnd formula de recuperare a semnalului x;(t) din esantioanele sale,

determinati cea mai mare valoare T pentru care este valabila relatia:

. Sil’l|:7[(t— nﬂ
ja (t-nT) T

z(t):n;:oz(nT)e ﬁ(t_n]

T

Rezolvare. _

a) z(t)=x (t)e!* & Z(0) =X, (0-a;)

<=> X,(@)=Z(@w+a,) spectrul X, deplasat la stinga cu wc fata de Z
<=> sup{Z (a))} = sup{X1 (0o )} =, o]

sup{Z(a))} =, ®,] si

sup{Xl(a)—a)C)} =[-oy +oc, 0y + o

<= -o, +to, =0, S1 o, +o; =o, (adevarat)

b) Semnalul X, (1) = Z(t)e"j”’Ct - banda limitata [-cw, ©m] => esantionare cu @, > 2,
sin (7{_: - k]]
=> Semnalul recuperat X, (t)= Y x, (KT,) : daca a, = m, :%
- ”(t B kj
T

e




e

— 2(t)=x (t)exp( jart) = 2 exp( jat)x (kTe)sinc[i{Ti—kD

= 2(t)= Y exp(jo (t—kTe))z(kTe)sinc(ﬁ(Tl—kD pta; =0y =%, T, =

K=—o0 e

4. Semnalul z(t) al carui spectru este reprezentat in figura, poate fi considerat ca semnalul
analitic asociat unui semnal real, x(t).

A

Z(®)

v

Q)]

a) Reprezentati spectrul semnalului x(t).
b) Utilizdnd relatia de legatura intre semnalele x(t), X(t) si z(t), unde X(t) este

transformata Hilbert a semnalului x(t), determinati cea mai mare valoare T pentru care
sunt adevarate relatiile:

w o[

x(1)= 3 {x(T)cos[ e (t=T) J=X(nT)sin [ (¢ 1T ] (i
ﬂ?—n

w SE)

£(0)= 3 {e(aT eos[ e (¢-T) o X(0T s (7)) o

c) Pe baza relatiilor anterioare, in figura urmdtoare sunt reprezentate schemele unor
sisteme care permit ca din semnalele esantionate x, (t)=x(t)d; (t) si X, (t)=X(t)d; (t)
sa se recupereze semnalele X(t) si )~((t) Determinati raspunsul la impuls h;(t) si ha(t) si

raspunsurile in frecventa H;(®) si Hy(w) ale sistemelor corespunzatoare.



Xe(t)—> hl(t) Xe(t)—> hl(t)
Yoo v %(t)
%0 P w
3 () — | hy®)
Rezolvare.

a) x(t) = Re(z(1)), X(t)=H(x(t)) =i*x(t) o X(0)=-jsgnoX (o)
z(t)=x(t)+ jx(t)

Z(a))= X(a))+j)z (a))= X(a))+ j(—jsgna))X(a))= X(a))+sgna)X (a))

Z(w):{zx (@),0>0

0, in rest

st

=> a)<0:X(—a))=Z

b) Trebuie demonstrata relatia:

o0

0

x(t)= Y x(nT)h (t=nT)= > %(nT ), (t—nT)

N=—o0

N=—o0

h (t)=cos .t sinc%t < H,

h, (t) =sin ot sinc%t < H,

sinc m,t Hcoi p,, (@) =>pt. @, = ? , sinc%t <—>Tp% (o)

1

H (o)= ETp% (w)*7

0

[é(w—wc)+5(a)+a)c)]

Hl(a))=%T[p% (0—a )+ P, (a)+a)c)}
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oc-t/T oc octr/T

= X (a))Hl(w)=%x (@) si X (@) jH, (@) =sgnoX (o) sz(a)):%X (@)

X(@)H,(0)-X(@)H,(0)=TX (@)

Esantionarea semnalelor x si X:

()= ZX(T)o(E-1T) © X,(@)=1 3 X(m—k?j

%, ()= S %(nT)S(t-nT) < xe(w):Tl 3 x(w_sz—”j



X, (@)=—]jsgnwX, (o)

Pentru refacerea semnalului x(t) din X.(t): @ —% <o <@, <O + 2= $> ©r 5 @
X, (0)H,(0) =2 X (0) 3 =3 X (@)
? 1 T 2 2
. |
X, (0)H,(»)= - X (o)

In domeniul timp:
#(t)= 32 [x(nT)eos e (¢ T %(nT sin[ (-7 )]]smc(%(t_nT)J

Pentru a doua relatie:

—jsgnoX,(o)H, (0)= —% jsgnoX (w) = X, (o)H,(v)=

jsgnoX, (w)H,(»)= —% jsgnoX (w) => X, (0)H, (o) =

De aceea, X,(@)H,(w)+ X, (o)H,(®)=X (o)

In domeniul timp:

X(t)= 3 [X(nT )eos[ e (t=nT)]+&(nT )sin[ o (t_nT)]]sinc(g(t_nT))

=—wn

5. Se considera semnalul x(t) avand spectrul concentrat ca in figura:

A X(0)

AN
e

Se pastreaza relatiile ca in problema 3. Se esantioneaza ideal semnalul cu frecventa
20, /7.



a) reprezentati spectrul semnalului esantionat in ipoteza (4k+3)om = oc

b) (4k+1)om=mc

c) reprezentati schemele unor sisteme care sa permitd recuperarea semnalului x(t) din
semnalele esantionate obtinute la punctele anterioare.

Rezolvare.
a) Pulsatia de esantionare: @, =272, /7 =40,

= 2x{eT)

(4k+3)0)M: oc => k=1, oc = Tom, ®1 = 60y, ®2 = 8Om

b) (4k+1)om= oc => k=1, oc = Som, 0] = 4om, ®2 = 6oy

/T
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6. Se considera sistemul din figura. x(t) este un semnal de banda limitata la intervalul
[-om, Owu], iar p(t) este un semnal periodic de perioada T = 7/, .

a) notand cu X(w) spectrul semnalului x(t) si cu a,
x(t) Xe(0) coeficientii dezvoltarii Fourier a semnalului p(t), aratati ca
spectrul semnalului esantionat se poate scrie:

p(t X, (@)= i a,X (0—nw,), 0~?

b) presupunand ca x(t) are o componenta continua nenula
a, =0, aratati ca x(t) se poate recupera din X.(t) prin filtrare trece-jos ideala si
determinati parametrii filtrului trece-jos.
c) imaginati un sistem nu neaparat liniar si invariant in timp, care sa permitd recuperarea

semnalului x(t) din X¢(t) in cazul ay=0.
d) daca x(t) are spectrul din figura reprezentati modulul spectrului semnalului x.(t) in

urmadtoarele cazuri p(t)=01(t); p(t)=0r(t-A).

X(o)f a) p(t z ae. T
! P(w)= Z_: 27zan5(a)—n2_|_—7zj
1
_ °, Xe(w)zgx(w)*P(w)
"M oM Za X(a) nz—ﬁj
T
a)ezz_l_—ﬂ:2a),\,I
b) 8, #0 => X, (o) ZaX(a) nzT—”]
n=0
H(oft
l/a()
-OM OM Q) R
5 >
c) 8,=0,a #0=> X (o) Zax(a) nzT—”j
n=0,1
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